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Ãëàâà 1

Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè ñ òÿõ

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî íàðè÷àìå ñúâêóïíîñò îò îïðåäåëåíè ðàç-
ëè÷íè åäèí îò äðóã åëåìåíòè.

Ìíîæåñòâàòà ùå îçíà÷àâàìå ñ ëàòèíñêè áóêâè: A,B,C,...,X,Y ,Z, a,b,c,
...,x,y,z. Îñíîâíà õàðàêòåðèñòèêà íà åäíî ìíîæåñòâî å êîè åëåìåíòè ìó ïðè-
íàäëåæàò. Çàòîâà, àêî A å ìíîæåñòâî, âúâåæäàìå êðàòêî îçíà÷åíèå:

• x ∈ A çà �åëåìåíòúò x ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî A�.

• x /∈ A çà �åëåìåíòúò x íå ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî A�.

1.1 Ïðèìåðè çà ìíîæåñòâà

1.1.1 Ïðàçíîòî ìíîæåñòâî

Ìíîæåñòâîòî, êîåòî íå ñúäúðæà íèòî åäèí åëåìåíò, íàðè÷aìå ïðàçíîòî ìíî-
æåñòâî. Îçíà÷àâàìå ïðàçíîòî ìíîæåñòâî ñúñ ñïåöèàëåí ñèìâîë ∅.

1.1.2 Îñíîâíè ÷èñëîâè ìíîæåñòâà

• Ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà îçíà÷àâàìå ñ N. Åëåìåíòèòå íà
òîâà ìíîæåñòâîòî ñà ÷èñëàòà 0,1,2,...,35,....678,...

• Ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà îçíà÷àâàìå ñ Z. Åëåìåíòèòå íà òîâà
ìíîæåñòâîòî ñà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, êàêòî è íåãîâîòî ïðîòèâî-
ïîëîæíî −n.

• Ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà îçíà÷àâàìå ñ Q. Åëåìåíòèòå íà
òîâà ìíîæåñòâîòî ñà ÷èñëàòà, êîèòî ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò êàòî p/q,
êúäåòî p å öÿëî, à q å åñòåñòâåíî ÷èñëî ðàçëè÷íî îò 0.

• Ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà îçíà÷àâàìå ñ R. Âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ãðàíèöà íà ðåäèöà îò ðàöèîíàëíè ÷èñëà.
Íàïðèìåð ÷èñëîòî e å ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {(1 + 1/n)n}.

• Ìíîæåñòâîòî íà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà îçíà÷àâàìå ñ C. Âñÿêî êîìïëåê-
ñíî ÷èñëî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî a + i.b, êúäåòî a è b ñà ðåàëíè
÷èñëà.
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1.2 Îñíîâíè ðåëàöèè ìåæäó ìíîæåñòâà

Îñíîâíè ðåëàöèè ìåæäó äâå ìíîæåñòâà ñà ðåëàöèÿòà �ïîäìíîæåñòâî�, ðå-
ëàöèÿòà �ðàâåíñòâî� è ðåëàöèÿòà �ñòðîãî ïîäìíîæåñòâî�.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Êàçâàìå, ÷å A å ïîä- ìíî-
æåñòâî íà B, àêî âñåêè åëåìåíò íà A å åëåìåíò íà B.

A ⊆ B ⇔ ∀x(x ∈ A→ x ∈ B).

Çà äà äîêàæåì, ÷å ìíîæåñòâîòî A å ïîäìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâîòî B
èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ øàáëîí:
Íåêà x å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî A.
........
Òàêà x ∈ B. Òúé êàòî x áåøå èçáðàí êàòî ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A, òîâà
å â ñèëà çà âñåêè åëåìåíò íà A. Ñëåäîâàòåëíî A ⊆ B.

Çàáåëåæêà! Ðåëàöèÿòà �ïîäìíîæåñòâî� å ðåôëåêñèâíà: çà âñÿêî ìíîæåñ-
òâî A, A ⊆ A.

Òâúðäåíèå 1.3. Ïðàçíîòî ìíîæåñòâî å ïîäìíîæåñòâî íà âñÿêî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ∅ * A.
Òîãàâà èìà åëåìåíò x, çà êîéòî x ∈ ∅ è x /∈ A. Íî ∅ íÿìà íèòî åäèí åëå-
ìåíò, ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå. Òàêà äîïóñêàíåòî å
ãðåøíî è ñëåäîâàòåëíî ∅ ⊆ A.

Òâúðäåíèå 1.4. Ðåëàöèÿòà �ïîäìíîæåñòâî� å òðàíçèòèâíà. Íåêà A,B è C
ñà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà. Àêî A ⊆ B è B ⊆ C, òî A ⊆ C.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A, B è C ñà ìíîæåñòâà òàêèâà, ÷å A ⊆ B è B ⊆ C.
Íåêà x å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà . Òîãàâà ùîì, A ⊆ B, x å åëåìåíò è íà B.
Ùîì B ⊆ C, x å åëåìåíò è íà C. Òúé êàòî x áåøå èçáðàí êàòî ïðîèçâîëåí
åëåìåíò íà A, òîâà å â ñèëà çà âñåêè åëåìåíò íà A. Ñëåäîâàòåëíî A ⊆ C.

Îïðåäåëåíèå 1.5 (Àêñèîìà çà îáåìà). Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Êàçâàìå,
÷å A = B, àêî A ⊆ B è B ⊆ A.

Òâúðäåíèå 1.6. Àêî n ∈ N, n ≥ 2 è A1, A2, . . . An ñà ìíîæåñòâà, çà êîèòî
A1 ⊆ A2 ⊆ A3 · · · ⊆ An ⊆ A1, òî A1 = A2 = · · · = An.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Áàçà: Ïðè n = 2 òâúðäåíèåòî å òî÷íî àêñèîìà çà îáåìà.
Èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå: Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà ïðîèçâîëíî
äàäåíè n ìíîæåñòâà.
Èíäóêöèîííà ñòúïêà: Íåêà A1, A2, . . . An, An+1 ñà ìíîæåñòâà, çà êîèòî:

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 · · · ⊆ An ⊆ An+1 ⊆ A1.

Òîãàâà îò òðàíçèòèâíîñò íà ðåëàöèÿòà ⊆, è An ⊆ An+1, An+1 ⊆ A1, ñëåäâà,
÷å An ⊆ A1. Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, A1 = A2 · · · = An =
A. Òàêà An = A ⊆ An+1 è An+1 ⊆ A1 = A. Îò àêñèîìàòà çà îáåìà ñëåäâà,
÷å A1 = A2 = · · · = An = An+1.
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Îïðåäåëåíèå 1.7. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Êàçâàìå, ÷å A å ñòðîãî ïîä-
ìíîæåñòâî íà B, àêî A å ïîäìíîæåñòâî íà B è A íå å ðàâíî íà B:

A ⊂ B ⇔ A ⊆ B & A 6= B.

Çà äà äîêàæåì, ÷å ìíîæåñòâîòî A å ñòðîãî ïîäìíîæåñòâî íà ìíîæåñò-
âîòî B èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ øàáëîí:
Íåêà x å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî A.
........
Òàêà x ∈ B. Òúé êàòî x áåøå èçáðàí êàòî ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A, òîâà
å â ñèëà çà âñåêè åëåìåíò íà A. Ñëåäîâàòåëíî A ⊆ B.
Åëåìåíòúò .... ïðèíàäëåæè íà B è íå ïðèíàäëåæè íà A. Ñëåäîâàòåëíî
A ⊂ B.

Çàáåëåæêà! Ðåëàöèÿòà �ñòðîãî ïîäìíîæåñòâî� å àíòèðåôëåêñèâíà: íè-
êîå A íå å ñòðîãî ïîäìíîæåñòâî íà ñåáå ñè.

1.3 Íà÷èíè çà çàäàâàíå íà ìíîæåñòâà

1.3.1 Çàäàâàíå íà ìíîæåñòâî ÷ðåç èçðåæäàíå

Íåêà ìíîæåñòâîòî ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå x1, x2, . . . xk. Òîãàâà ìîæåì äà
çàäàäåì ìíîæåñòâîòî A êàòî èçðåäèì íåãîâèòå åëåìåíòè, çàãðàäåíè âúâ
ôèãóðíè ñêîáè è îòäåëåíè ñúñ çàïåòàÿ:

A = {x1, x2, . . . , xk}.

Ðåäúò, â êîéòî èçðåæäàìå åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâî, íÿìà çíà÷åíèå, íà ïðè-
ìåð:

{1, 2, 3} = {1, 3, 2} = {2, 1, 3} = {2, 3, 1} = {3, 1, 2} = {3, 2, 1}.

Ïîâòîðåíèåòî íà åëåìåíòè ñúùî íÿìà çíà÷åíèå, íà ïðèìåð:

{1, 2, 3} = {1, 2, 2, 3} = {1, 2, 2, 2, 3}.

Òîçè ìåòîä íà çàäàâàíå íà ìíîæåñòâî å ïðèëîæèì ñàìî çà êðàéíè ìíîæåñ-
òâà, à íà ïðàêòèêà ñàìî çà ìíîæåñòâà ñ ìàëêî íà áðîé åëåìåíòè.

1.3.2 Çàäàâàíå íà ìíîæåñòâî ñ îòäåëÿíå îò äðóãî ìíî-

æåñòâî

Àêî èñêàìå äà çàäàäåì áåçêðàéíî ìíîæåñòâî, íàïðèìåð ìíîæåñòâîòî îò
âñè÷êè ÷åòíè ÷èñëà, 2N, íå áèõìå ìîãëè äà èçðåäèì âñè÷êèòå ìó åëåìåíòè.
Â íàé-äîáðèÿ ñëó÷àé áèõìå ìîãëè äà èðçåäèì ïúðâèòå íÿêîëêî åëåìåíòà
íà òîâà ìíîæåñòâî è ñëåä ïîñëåäíàòà çàïåòàÿ äà ïîñòàâèì ìíîãîòî÷èå:

2N = {0, 2, 4, 6, 8, . . . }

Òîçè íà÷èí çà äåôèíèöèÿ íà ìíîæåñòâîòî íà ÷åòíèòå ÷èñëà ðàç÷èòà íà òî-
âà, ÷å âñåêè áè ìîãúë äà ñå äîñåòè ïî êàêúâ íà÷èí òðÿáâà äà ñå ïîïúëíè
ìíîãîòî÷èåòî. Íàèñòèíà, ïúðâèòå íÿêîëêî åëåìåíòà ïîäñåùàò çà ñïåöèôè÷-
íî ñâîéñòâî, êîåòî õàðàêòåðèçèðà ÷åòíèòå ÷èñëà: åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî å
÷åòíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñå äåëè íà äâå.

5



Òàêà ïîëó÷àâàìå âòîðè ìåòîä çà çàäàâàíå íà ìíîæåñòâî. Îò äàäåíî
ìíîæåñòâî ìîæåì äà îòäåëèì âñè÷êè åëåìåíòè, êîèòî èçïúëíÿâàò íÿêàêâî
ñâîéñòâî, è îò òÿõ äà îáðàçóâàìå íîâî ìíîæåñòâî. Ñâîéñòâàòà, îáèêíîâåíî
ñå îïèñâàò ñ ôîðìóëè. Àêî P å ñâîéñòâî, òî ñ P (x), ùå îçíà÷èì òâúðäåíèåòî
�x èìà ñâîéñòâîòî P �.

Îïðåäåëåíèå 1.8 (Àêñèîìà çà îòäåëÿíåòî). Íåêà A å ìíîæåñòâî, à P å
ñâîéñòâî. Òîãàâà ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè åëåìåíòè íà A, êîèòî èìàò ñâîéñ-
òâîòî P ñúùî å ìíîæåñòâî, êîåòî çàäàâàìå ÷ðåç:

{x ∈ A | P (x)}.

Òàêà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ÷åòíè ÷èñëà ìîæåì äà çàäàäåì ÷ðåç:

2N = {x ∈ N | ∃k(x = 2k)}.

Çàáåëåæêà! Îãðàíè÷åíèåòî âèíàãè äà îòäåëÿìå åëåìåíòè îò äðóãî äàäåíî
ìíîæåñòâî å ñúùåñòâåíî è íå ìîæå äà ñå ïðåìàõíå.

Òâúðäåíèå 1.9. Íå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî U , ÷èèòî åëåìåíòè ñà âñè÷êè
ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî U , ÷èèòî åëåìåíòè
ñà âñè÷êè ìíîæåñòâà. Äà ðàçãëåäàìå ñâîéñòâîòî P , êîåòî å â ñèëà çà åäíî
ìíîæåñòâî X, àêî X /∈ X. Ñ àêñèîìà çà îòäåëÿíåòî ìîæåì äà îáðàçóâàìå
ìíîæåñòâîòî:

R = {X ∈ U | X /∈ X}.
Íî òîãàâà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, êîãàòî ðàçãëåäàìå âúïðîñà, äàëè ñà-
ìîòî ìíîæåñòâî R èçïúëíÿâà ñâîéñòâîòî P :

R ∈ R⇔ R /∈ R.

Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ãðåøíî è íå ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî íà âñè÷êè
ìíîæåñòâà.

1.4 Áóëåâè îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâà

1.4.1 Ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.10. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Ñå÷åíèåòî íà ìíîæåñòâàòà
A è B å ìíîæåñòâîòî

A ∩B = {x | x ∈ A & x ∈ B}.

Çà ãðàôè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà áóëåâè îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâà å óäîáíî äà ñå
èçïîëçâàò äèàãðàìè íà Âåí. Ñå÷åíèåòî ñå ïðåäñòàâÿ ñúñ ñëåäíàòà äèàãðàìà.

A B
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Òâúðäåíèå 1.11. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Ñå÷åíèåòî íà A è B å íàé-
ãîëÿìîòî ìíîæåñòâî ïî îòíîøåíèå íà ðåëàöèÿòà ⊆, êîåòî å ïîäìíîæåñòâî
íà A è B

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà äîêàæåì òîâà òâúðäåíèå òðÿáâà äà ïîêàæåì, äâå
íåùà:

1. Ñàìîòî ñå÷åíèå å ïîäìíîæåñòâî è íà äâåòå äàäåíè ìíîæåñòâà: A∩B ⊆
A èA∩B ⊆ B. Íî òîâà ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà îïåðàöèÿòà
ñå÷åíèå. Íàèñòèíà àêî x ∈ A ∩ B, òî x ∈ A, ñëåäîâàòåëíî A ∩ B ⊆ A,
è x ∈ B, ñëåäîâàòåëíî A ∩B ⊆ B.

2. Âñÿêî äðóãî ìíîæåñòâî, êîåòî ïîäìíîæåñòâî è íà äâåòå äàäåíè ìíî-
æåñòâà, å ïîäìíîæåñòâî íà òÿõíîòî ñå÷åíèå: Àêî X ⊆ A è X ⊆ B, òî
X ⊆ A ∩B.
Íåêà X ⊆ A è X ⊆ B. Íåêà x ∈ X. Òîãàâà ïîíåæå X ⊆ A, èìàìå, ÷å
x ∈ A. ÎòX ⊆ B, ñëåäâà, ÷å x ∈ B. Òàêà x ∈ A è x ∈ B, è ñëåäîâàòåëíî
x ∈ A ∩B.

Â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñà ñúáðàíè íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà îïåðà-
öèÿòà ñå÷åíèå. Òÿõíîòî äîêàçàòåëñòâî ñå ïðîâåæäà ïî ñõåìàòà çà äîêàçà-
òåëñòâî çà ðàâåíñòâà ìåæäó ìíîæåñòâà. Íèå ùå èëþñòðèðàìå òàçè ñõåìà
ñàìî çà åäíî ñâîéñòâî. Îñòàíàëèòå äîêàçàòåëñòâà ñà àíàëîãè÷íè.

Òâúðäåíèå 1.12. Íåêà A, B è C ñà ìíîæåñòâà.

1. Êîìóòàòèâíîñò: A ∩B = B ∩A.

2. Àñîöèàòèâíîñò: (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

3. Èäåìïîòåíòíîñò: A ∩A = A.

4. A ∩ ∅ = ∅.

Äîêàçàòåëñòâî. (2.) Çà äà äîêàæåì, ÷å äâå ìíîæåñòâà ñà ðàâíè, òðÿáâà äà
ïîêàæåì, ÷å ïúðâîòî å ïîäìíîæåñòâî íà âòîðîòî è âòîðîòî å ïîäìíîæåñòâî
íà ïúðâîòî. Çàòîâà íåêà x å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà (A ∩ B) ∩ C. Ñúãëàñíî
äåôèíèöèÿòà íà îïåðàöèÿòà ñå÷åíèå òîâà îçíà÷àâà, ÷å x ∈ A ∩ B è x ∈ C.
Îòíîâî ðàçïèñâàìå äåôèíèöèÿòà íà ñå÷åíèå è ïîëó÷àâàìå, ÷å x ∈ A è x ∈ B.
Ùîì x ∈ B è x ∈ C, òî x ∈ B∩C. Ùîì x ∈ A è x ∈ B∩C, òî x ∈ A∩(B∩C).
Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å (A ∩B) ∩ C ⊆ A ∩ (B ∩ C).

Íåêà ñåãà x å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A∩ (B∩C). Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà
íà îïåðàöèÿòà ñå÷åíèå òîâà îçíà÷àâà, ÷å x ∈ A è x ∈ B ∩C. Îòíîâî ðàçïèñ-
âàìå äåôèíèöèÿòà íà ñå÷åíèå è ïîëó÷àâàìå, ÷å x ∈ B è x ∈ C. Ùîì x ∈ A
è x ∈ B, òî x ∈ A ∩ B. Ùîì x ∈ A ∩ B è x ∈ C, òî x ∈ (A ∩ B) ∩ C. Òàêà
ïîëó÷àâàìå, ÷å A ∩ (B ∩ C) ⊆ (A ∩ B) ∩ C. Ñúãëàñíî àêñèîìàòà çà îáåìà
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ìíîæåñòâà A è B íàðè÷àìå íåïðåñè÷àùè ñå, àêî A ∩
B = ∅. Ìíîæåñòâà A1, A2, . . . An íàðè÷àìå âçàèìíî íåïðåñè÷àùè ñå, àêî çà
âñÿêà äâîéêà ðàçëè÷íè èíäåêñè i 6= j, Ai è Aj ñà íåïðåñè÷àùè ñå.
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1.4.2 Îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.14. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Îáåäèíåíèåòî íà ìíîæåñ-
òâàòà A è B å ìíîæåñòâîòî

A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

A B

Îïåðàöèÿòà îáåäèíåíèå å äóàëíà íà îïåðàöèÿòà ñå÷åíèå. Ñâîéñòâàòà íà
îáåäèíåíèåòî ñà ïîäîáíè íà ñâîéñòâàòà íà ñå÷åíèåòî, è ñå äîêàçâàò ïî àíà-
ëîãè÷åí íà÷èí. Îñòàâÿìå ãè çà óïðàæíåíèå.

Òâúðäåíèå 1.15. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Îáåäèíåíèåòî íà A è B å
íàé-ìàëêîòî ìíîæåñòâî ïî îòíîøåíèå íà ðåëàöèÿòà ⊆ ìíîæåñòâî, íà êîåòî
A è B ñà ïîäìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà äîêàæåì òîâà òâúðäåíèå òðÿáâà äà ïîêàæåì, äâå
íåùà:

1. A è B ñà ïîäìíîæåñòâà íà A ∪B.

2. Àêî A ⊆ X è B ⊆ X, òî A ∪B ⊆ X.

Òâúðäåíèå 1.16. Íåêà A, B è C ñà ìíîæåñòâà.

1. Êîìóòàòèâíîñò: A ∪B = B ∪A.

2. Àñîöèàòèâíîñò: (A ∪B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C).

3. Èäåìïîòåíòíîñò: A ∪A = A.

4. A ∪ ∅ = A.

Äîïúëíèòåëíî ñâîéñòâî íà îáåäèíåíèåòî è ñå÷åíèåòî ñà çàêîíèòå çà äèñ-
òðèáóòèâíîñò íà äâåòå îïåðàöèè.

Òâúðäåíèå 1.17. Íåêà A, B è C ñà ìíîæåñòâà.

1. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

2. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì ïúðâèÿ çàêîí çà äèñòðèáóòèâíîñò.
Íåêà x å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A∪ (B∩C). Òîãàâà x ∈ A èëè x ∈ B∩C.

Èìàìå äâå âúçìîæíîñòè:
I ñë.: x ∈ A. Íèå âå÷å âèäÿõìå, ÷å A ⊆ A∪B è A ⊆ A∪C. Òîãàâà x ∈ A∪B
è x ∈ A ∪ C è ñëåäîâàòåëíî x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
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II ñë.: x ∈ B ∩ C. Òîãàâà x ∈ B è x ∈ C. Íî B ⊆ A ∪B è C ⊆ A ∪ C. Òîãàâà
x ∈ A∪B è x ∈ A∪C è ñëåäîâàòåëíî è â òîçè ñëó÷àé x ∈ (A∪B)∩ (A∪C).

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å x ∈ (A∪B)∩(A∪C), ñëåäîâàòåëíî
A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Íåêà x å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà (A ∪B) ∩ (A ∪C). Òîãàâà x ∈ (A ∪B) è
x ∈ (A ∪ C). Òîãàâà x ∈ A èëè x ∈ B. Îñâåí òîâà x ∈ A èëè x ∈ B. Èìàìå
äâå âúçìîæíîñòè:
I ñë.: x ∈ A. Íî A ⊆ A ∪ (B ∩ C) è ñëåäîâàòåëíî A ∪ (B ∩ C).
II ñë.: x /∈ A. Òîãàâà åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò îñòàâà x ∈ B è x ∈ C. Òîãàâà
x ∈ B ∩ C. Íî B ∪ C ⊆ A ∪ (B ∩ C) è ñëåäîâàòåëíî x ∈ A ∪ (B ∩ C).

Òàêà è â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å x ∈ A ∪ (B ∩ C), ñëåäîâàòåëíî
(A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Îò àêñèîìàòà çà îáåìà ñëåäâà, ÷å A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Êîãàòî A è B ñà íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà ñ êðàåí áðîé åëåìåíòè, ëåñíî

ìîæåì äà ïðåáðîèì åëåìåíòèòå íà A∪B. Ïðîñòî òðÿáâà äà ñúáåðåì áðîÿ íà
åëåìåíòèòå íà A ñ áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà B. Áðîé íà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâî
A ùå îçíà÷àâàìå ñ |A|. Òàêà ïðèíöèïà çà ñúáèðàíåòî ìîæå äà ñå èçêàæå
íàêðàòêî òàêà:

A ∩B = ∅ ⇒ |A ∪B| = |A|+ |B|.

1.4.3 Ðàçëèêà è äîïúëíåíèå íà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.18. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Ðàçëèêàòà íà ìíîæåñòâàòà
A è B å ìíîæåñòâîòî

A \B = {x | x ∈ A & x /∈ B}.

A B

Çàáåëåæêà! Îïåðàöèÿòà ðàçëèêà íå å êîìóòàòèâíà è íå å àñîöèàòèâ-

íà, ò.å. â îáùèÿ ñëó÷àé

A \B 6= B \A

è

(A \B) \ C 6= A \ (B \ C)

Çà äà ñå óâåðèòå â òîâà, íà÷åðòàéòå äèàãðàìà íà Âåí çà âñåêè îò èçðà-
çèòå. Òîâà ùå âè îðèåíòèðà çà êîíêðåòåí êîíòðàïðèìåð.

Çàêîíèòå íà Äå Ìîðãàí äàâàò âðúçêà ìåæäó îïåðàöèèòå ñå÷åíèå, îáåäè-
íåíèå è ðàçëèêà.

Òâúðäåíèå 1.19. Íåêà A, B è C ñà ìíîæåñòâà.

1. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
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2. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì âòîðèÿ çàêîí íà Äå Ìîðãàí.
Íåêà x ∈ A \ (B ∪ C). Òîãàâà x ∈ A è x /∈ B ∪ C. Ùîì x /∈ B ∪ C,

íå å âÿðíî, ÷å x ∈ B èëè x ∈ C. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íèòî x ∈ B, íèòî
x ∈ C, èëè ïî äðóã íà÷èí êàçàíî: x /∈ B è x /∈ C. Òàêà x ∈ A è x /∈ B,
ñëåäîâàòåëíî x ∈ A\B. Îò äðóãà ñòðàíà x ∈ A è x /∈ C è òàêà x ∈ A\C. Îò
äåôèíèöèÿòà íà ñå÷åíèå íà äâå ìíîæåñòâà ñëåäâà, ÷å x ∈ (A \B) ∩ (A \C).
Òàêà A \ (B ∪ C) ⊆ (A \B) ∩ (A \ C).

Íåêà ñåãà x ∈ (A \ B) ∩ (A \ C). Òîãàâà x ∈ A \ B è x ∈ A \ C. Òàêà
x ∈ A, x /∈ B è x /∈ C. Òîãàâà x /∈ B ∪ C è ñëåäîâàòåëíî x ∈ A \ (B ∪ C).
Îò äåôèíèöèÿòà íà îïåðàöèÿòà ðàçëèêà, ïîëó÷àâàìå âòîðîòî âêëþ÷âàíå:
(A\B)∩ (A\C) ⊆ A\ (B∪C). Ñëåäîâàòåëíî äâåòå ìíîæåñòâà ñà ðàâíè.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Ñèìåòðè÷íà ðàçëèêàòà íà
ìíîæåñòâàòà A è B å ìíîæåñòâîòî

A∆B = {x | x ∈ A & x /∈ B} ∪ {x | x ∈ B & x /∈ A}.

A B

Çà óïðàæíåíèå ïðîâåðåòå, ÷å ðåëàöèÿòà ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà å êîìóòà-
òèâíà è àñîöèàòèâíà. Ñúùî, ÷å:

A∆B = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

×åñòî ïúòè ùå ñå ñëó÷âà äà îãðàíè÷èì íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ íà ìíî-
æåñòâà äî âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà íÿêîå îòíàïðåä çàäàäåíî ìíîæåñòâî U .
Â òàêúâ ñëó÷àé U ùå íàðè÷àìå óíèâåðñóì U . Ïðè òàêîâà óñëîâèå ìîæåì
äà äåôèíèðàìå äîïúëíåíèå íà ìíîæåñòâî A ⊆ U :

A = U \A.

Çàêîíèòå íà Äå Ìîðãàí â òîçè ñëó÷àé èçãëåæäàò òàêà:

1. B ∩ C = B ∪ C;

2. B ∪ C = B ∩ C.

Â òîçè ñëó÷àé ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå è îùå åäèí çàêîí, êîéòî ïðîèç-
ëèçà îò ëîãè÷åñêèÿ çàêîí çà äâîéíîòî îòðèöàíèå:

A = A.
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1.4.4 Îáîáùåíî îáåäèíåíèå è ñå÷åíèå

Íåêà I å íåïðàçíî ìíîæåñòâî è ñ âñåêè åëåìåíò îò i ∈ I ñìå ñâúðçàëè
ìíîæåñòâî Ai. Òîãàâà I íàðè÷àìå èíäåêñíî ìíîæåñòâî, à ñúâêóïíîñòòà îò
âñè÷êè èíäåêñèðàíè ìíîæåñòâà: {Ai | i ∈ I} = {Ai}i∈I , ùå íàðè÷àìå ôàìè-
ëèÿ îò ìíîæåñòâà, èíäåêñèðàíà ñ I.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Íåêà I å èíäåêñíî ìíîæåñòâî è {Ai}i∈I å ôàìèëèÿ îò
ìíîæåñòâà, èíäåêñèðàíà ñ I.

1. Îáîáùåíî îáåäèíåíèå íà {Ai}i∈I íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî⋃
i∈I

Ai = {x | ∃i ∈ I(x ∈ Ai)}.

2. Îáîáùåíî ñå÷åíèå íà {Ai}i∈I íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî⋂
i∈I

Ai = {x | ∀i ∈ I(x ∈ Ai)}.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìíîãî îò ñâîéñòâàòà íà ñå÷åíèå è îáåäèíåíèå ñå ïðå-
íàñÿò êúì îáîáùåíèòå îïåðàöèè. Íàïðèìåð çà âñÿêî i ∈ I,

⋂
i∈I Ai ⊆ Ai è

Ai ⊆
⋃
i∈I Ai. Â ñèëà å è ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ:

Òâúðäåíèå 1.22. Íåêà X å ìíîæåñòâî, I å èíäåêñíî ìíîæåñòâî è {Ai}i∈I
å ôàìèëèÿ îò ìíîæåñòâà, èíäåêñèðàíà ñ I.

1. X ⊆
⋂
i∈I Ai ⇔ ∀i(X ⊆ Ai).

2.
⋃
i∈I Ai ⊆ X ⇔ ∀i(Ai ⊆ X).

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå ïîêàæåì âòîðîòî òâúðäåíèå. Òðÿáâà äà ïîêàæåì åêâè-
âàëåíòíîñò íà äâå óñëîâèÿ, ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å îò ïúðâîòî
ñëåäâà âòîðîòî è îò âòîðîòî ñëåäâà ïúðâîòî:

Íåêà
⋃
i∈I Ai ⊆ X. Íåêà i å ïðîèçâîëåí èíäåêñ. Òîãàâà Ai ⊆

⋃
i∈I Ai. Îò

òðàíçèòèâíîñò íà ðåëàöèÿòà ⊆, ïîëó÷àâàìå, ÷å Ai ⊆ X. Òúé êàòî i áåøå
èçáðàí êàòî ïðîèçâîëåí èíäåêñ, òîâà å â ñèëà çà âñÿêî i.

Íåêà ñåãà çà âñåêè èíäåêñ i, Ai ⊆ X. Íåêà x ∈
⋃
i∈I Ai. Òîãàâà èìà èíäåêñ

i òàêúâ, ÷å x ∈ Ai. Äà ôèêñèðàìå åäèí òàêúâ èíäåêñ i0. Òîãàâà x ∈ Ai0 ⊆ X,
ñëåäîâàòåëíî x ∈ X. Òàêà

⋃
i∈I Ai ⊆ X.

Äèñòðèáóòèâíèòå çàêîíè è çàêîíèòå íà Äå Ìîðãàí ñúùî ìîãàò äà ñå
îáîáùÿò:

Òâúðäåíèå 1.23. Íåêà X å ìíîæåñòâî, I å èíäåêñíî ìíîæåñòâî è {Ai}i∈I
å ôàìèëèÿ îò ìíîæåñòâà, èíäåêñèðàíà ñ I.

1. X ∩
⋃
i∈I Ai =

⋃
i∈I(X ∩Ai).

2. X ∪
⋂
i∈I Ai =

⋂
i∈I(X ∪Ai).

3. X \
⋂
i∈I Ai =

⋃
i∈I(X \Ai).

4. X \
⋃
i∈I Ai =

⋂
i∈I(X \Ai).
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Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïîêàæåì (3). Íåêà x ∈ X \
⋂
i∈I Ai. Òîãàâà x ∈ X è

x /∈
⋂
i∈I Ai. Íå å âÿðíî, ÷å ∀i ∈ I(x ∈ Ai), ñëåäîâàòåëíî èìà ïîíå åäíî i, çà

êîåòî x /∈ Ai. Íåêà i0 ∈ I å òàêîâà, ÷å x /∈ Ai0 . Èìàìå, ÷å x ∈ X è x /∈ Ai0 .
Ñëåäîâàòåëíî x ∈ X \ Ai0 . Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà èíäåêñ i, çà
êîéòî x ∈ X \ Ai, (à èìåííî i = i0). Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà îáîáùåíî
îáåäèíåíèå, x ∈

⋃
i∈I(X \ Ai). Òàêà X \

⋂
i∈I Ai ⊆

⋃
i∈I(X \ Ai). Îáðàòíîòî

âêëþ÷âàíå ñå ïîêàçâà àíàëîãè÷íî.
Íåêà îòíîâî îãðàíè÷èì ðàçãëåæäàíèÿòà ñè äî óíèâåðñóì U . Îïåðàöèÿòà

îáîáùåíîòî îáåäèíåíèå íè äàâà íîâ ìåòîä çà äåôèíèöèÿ íà ìíîæåñòâî:
èíäóêòèâíî çàäàâàíå íà ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.24. Íåêà A ⊆ U å ìíîæåñòâî, à f å ïðàâèëî (ôóíêöèÿ),
êîåòî íà åëåìåíò x ∈ U ñúïîñòàâÿ åëåìåíò f(x) ∈ U . Ñ èíäóêöèÿ ïî n ∈ N
äåôèíèðàìå ôàìèëèÿ îò ìíîæåñòâà, èíäåêñèðàíà ñ N.
Áàçà: A0 = A.
È.Ï.: Íåêà ñìå äåôèíèðàëè ìíîæåñòâîòî An.
È.Ñ.: Òîãàâà An+1 = An ∪ {f(x) | x ∈ An}.

Ìíîæåñòâîòî A =
⋃
n∈NAn íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî ïîëó÷åíî èíäóêòèâ-

íî îò A ïî ïðàâèëîòî f .

Èíòóèöèÿòà, êîÿòî ñòîè çàä òàçè äåôèíèöèÿ, å ñëåäíàòà. Çàïî÷âàéêè îò
ìíîæåñòâîòî A, äîáàâÿìå íîâè è íîâè åëåìåíòè âñåêè ïúò, êîãàòî ïðàâèëîòî
f ñúïîñòàâÿ íà íÿêîé îò äîáàâåíèòå åëåìåíòè, íÿêîé íîâ, äîêàòî íå ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî A, êîåòî èìà ñâîéñòâîòî, ÷å àêî x å åëåìåíò íà A, òî f(x) ñúùî
å åëåìåíò íà A. Òàêèâà ìíîæåñòâà íàðè÷àìå çàòâîðåíè îòíîñíî ïðàâèëîòî
f .

Ùå äàäåì âòîðà åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ, êîÿòî èçêàçâà òî÷íî òàçè äå-
ôèíèöèÿ:

Òâúðäåíèå 1.25. ÍåêàA å ìíîæåñòâî ïîëó÷åíî èíäóêòèâíî îò A ïî ïðàâè-
ëîòî f . Òîãàâà A å íàé-ìàëêîòî, ïî îòíîøåíèå íà ðåëàöèÿòà ⊆, ìíîæåñòâî,
êîåòî ñúäúðæà A è å çàòâîðåíî ïî îòíîøåíèå íà ïðàâèëîòî f .

Äîêàçàòåëñòâî. Îòíîâî òðÿáâà äà ïîêàæåì äâå íåùà:

1. A èçïúëíÿâà òåçè óñëîâèÿ. Íàèñòèíà, A = A0 ⊆
⋃
n∈NAn, ñëåäîâà-

òåëíî A ñúäúðæà A. Íåêà ñåãà x ∈ A. Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà
îáîáùåíî îáåäèíåíèå, èìà èíäåêñ n, òàêúâ ÷å x ∈ An. Íåêà n0 å
òàêúâ èíäåêñ. Îò äåôèíèöèÿòà íà ôàìèëèÿòà {An}n∈N ñëåäâà, ÷å
f(x) ∈ An0+1 ⊆

⋃
n∈NAn. Ñëåäîâàòåëíî A å çàòâîðåíî îòíîñíî ïðà-

âèëîòî f .

2. Íåêà X å ìíîæåñòâî, êîåòî ñúäúðæà A è å çàòâîðåíî îòíîñíî f . Ñ
èíäóêöèÿ ïî n ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêî n An ⊆ X è ñëåäîâàòåëíî
A =

⋃
n∈NAn ⊆ X.

A0 = A ⊆ X ñúãëàñíî èçáîðà íà X.

Íåêà An ⊆ X. Ïîíåæå X å çàòâîðåíî îòíîñíî f , çà âñÿêî x ∈ An,
f(x) ∈ X. Òàêà {f(x) | x ∈ An} ⊆ X è ñëåäîâàòåëíî An+1 = An ∪
{f(x) | x ∈ An} ⊆ X.
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1.5 Ñòåïåííî ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå 1.26. Íåêà A å ìíîæåñòâî. Ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî íà A å
ìíîæåñòâîòî 2A, ÷èèòî åëåìåíòè ñà âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà A.

2A = {B | B ⊆ A}.

Çàáåëåæêà! Ïîíÿêîãà ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî íà A ñå îçíà÷àâà ñ P(A).
Íàïðèìåð àêî A = {1, 2, 3}, òî

2A = {∅, {1} , {2} , {3} , {1, 2} , {1, 3} , {2, 3} , {1, 2, 3}}.

Òåîðåìà 1.27. Íåêà A å ìíîæåñòâî ñ n íà áðîé åëåìåíòè. Òîãàâà 2A èìå
2n íà áðîé åëåìåíòè:

|2A| = 2|A|.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Åäèíñòâåíîòî ìíîæåñòâî ñ 0 íà áðîé åëåìåíòè å ∅. 2∅ = {∅} e ìíîæåñòâî ñ
åäèí åëåìåíò, ñèíãëåòîí. 1 = |2∅| = 2|∅|.
Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà ìíîæåñòâà ñ n åëåìåíòà. È íåêà A å ìíîæåñòâî
ñ n + 1 åëåìåíòà. Íåêà x ∈ A. Ùå ðàçäåëèì 2A íà äâå íåïðåñè÷àùè ñå
ìíîæåñòâà: U0 = {B | B ⊆ A & x /∈ B} è U1 = {B | B ⊆ A & x ∈ B}. Òàêà
2A = U0 ∪ U1 è ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ñúáèðàíåòî |2A| = |U0|+ |U1|.

B ∈ U0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî B ⊆ A \ {x}. Ñëåäîâàòåëíî U0 =
2A\{x}. A \ {x} å ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà. Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïî-
ëîæåíèå |U0| = 2n.

Âñåêè åëåìåíòB ∈ U1 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòîB = {x}∪C, êúäåòî C ∈
U0. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà U1 å ðàâåí íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå
íà U0.

Òàêà |2A| = |U0|+ |U1| = 2n + 2n = 2n+1.
Ñúãëàñíî ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ, òâúðäåíèåòî å â ñèëà

çà âñÿêî n ∈ N.

1.6 Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå

Çàäà÷à 1. Íåêà A å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîëîæèòåëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà,
êîèòî ñà ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà 10. Íåêà B å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðîñòè
÷èñëà, êîèòî ñà ïî-ìàëêè îò 11. Íåêà C å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íå÷åòíè
åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîèòî ñà ïî-ãîëåìè îò 1 è ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà 6. Íåêà
D å ìíîæåñòâîòî îò ÷èñëàòà 1 è 2, à E å ìíîæåñòâîòî ñ åäèíñòâåí åëåìåíò 1.
Çàäàéòå âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà ñ èçðåæäàíå íà åëåìåíòèòå ìó. Îïðåäåëåòå
çà âñÿêà äâîéêà ìíîæåñòâà, äàëè ïúðâîòî å ïîäìíîæåñòâî íà âòîðîòî.

Çàäà÷à 2. Êîå îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ å âÿðíî:

1. {1, 2} ∈ {{1, 2, 3} , 1, 2, {1, 3}} .

2. {1, 2} ⊆ {{1, 2, 3} , 1, 2, {1, 3}} .
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Çàäà÷à 3. Äàéòå ïðèìåð çà ìíîæåñòâà A, B è C, òàêèâà ÷å:

1. A ∈ B, B ∈ C, A /∈ C.

2. A ⊆ B, B ⊆ C, A ∈ C.

3. Âñåêè åëåìåíò íà A å ïîäìíîæåñòâî íà A.

Çàäà÷à 4. Êîè îò ñëåäíèòå äâîéêè ìíîæåñòâà ñà ðàâíè:

1. {1, 3, 4, 5, 6} è {6, 4, 5, 3, 1}.

2. {9, 5, 7} è {9, 9, 9, 5, 5, 7, 7}.

3. {0, 2, 8} è
{√

2, 5− 5, 23
}
.

4. {7} è 7.

5. {{8}} è {8}.

Çàäà÷à 5. Âåðíè ëè ñà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1. Àêî A ⊆ B è B ⊆ C, òî A ⊆ C.

2. Àêî A ⊆ B è C ⊆ B, òî A ⊆ C.

3. Àêî A ⊆ B, òî A ⊂ B èëè A = B.

4. Àêî A = B, àêî íèòî A ⊂ B, íèòî B ⊂ A.

5. Àêî A ⊆ B è B ⊂ C, òî A ⊂ C.

6. Àêî A ⊂ B è B ⊆ C, òî A ⊂ C.

Çàäà÷à 6. Íåêà A = {x ∈ R | |x| ≤ 1}, B = {x ∈ R | |x− 1| ≤ 1
2}. Íàìåðåòå:

A ∩B; A ∪B; A \B è A∆B.

Çàäà÷à 7. Ïîêàæåòå ÷å çà âñÿêî ìíîæåñòâî A:

1. ∅ ⊆ A.

2. A ⊆ ∅ ⇔ A = ∅.

3. A ∪ ∅ = A.

4. A ∩ ∅ = ∅.

5. A \ ∅ = A.

6. ∅ \A = ∅.

7. A∆∅ = A.

Çàäà÷à 8. Äîêàæåòå ñâîéñòâàòà íà îáåäèíåíèå è ñå÷åíèå îò Òâúðäåíèÿ
1.12, 1.16 è 1.17, íà êîèòî íå å ïðåäñòàâåíî äîêàçàòåëñòâî.

Çàäà÷à 9. Âÿðíî ëè å, ÷å:
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1. A \B = B \A.

2. (A \B) \ C = A \ (B \ C).

3. A \ (A \B) = A ∩B.

4. A \ (B ∪ C) = A \B ∪B \ C.

5. A \ (B ∩ C) = A \B ∩B \ C.

Çàäà÷à 10. Äîêàæåòå, ÷å

1. A ∪B = B ⇔ A ⊆ B.

2. A ∩B = A⇔ A ⊆ B.

3. A \B = A⇔ A ∩B = ∅.

4. A∆B = ∅ ⇔ A = B.

Çàäà÷à 11. Âÿðíî ëè å, ÷å:

1. A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B).

2. (A∆B) ∩ C = (A∆C) ∩ (B∆C).

3. (A ∩B)∆C = (A ∩ C)∆(B ∩ C).

Çàäà÷à 12. Äîêàæåòå, ÷å

1. A ∩ (
⋃
i∈I Bi) =

⋃
i∈I(A ∩Bi).

2. A ∪ (
⋂
i∈I Bi) =

⋂
i∈I(A ∪Bi).

3. X ⊆
⋂
i∈I Ai ⇔ ∀i(X ⊆ Ai).

4. X \
⋃
i∈I Ai =

⋂
i∈I(X \Ai).

Çàäà÷à 13. Íàìåðåòå ðåäèöà îò ìíîæåñòâà {Ai}i∈N òàêàâà, ÷å çà âñÿêî
i ∈ N, Ai+1 ⊂ Ai, íî

⋂
i∈NAi = ∅.

Çàäà÷à 14. Äàéòå èíäóêòèâíà äåôèíèöèÿ çà ìíîæåñòâîòî:

1. 2N+1 (ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íå÷åòíè ÷èñëà) êàòî çà áàçîâî ìíîæåñ-
òâî èçïîëçâàòå {1}.

2. {anbn | n ∈ N = {ε, ab, aabb, aaabbb, . . . }} (ìíîæåñòâîòî îò äóìè íàä
àçáóêàòà {a, b} ñ äúëæèíà 2n, êîèòî çàïî÷âàò ñ n íà áðîé a-òà è çà-
âúðøâàò ñ n íà áðîé b-òà çà íÿêîå n ∈ N) êàòî çà áàçîâî ìíîæåñòâî
èçïîëçâàòå {ε}.

Çàäà÷à 15. Íàìåðåòå 2A, àêî:

1. A = ∅.
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2. A = {{1, 2}}.

3. A = {∅, {∅}}.

4. A = {∅, {1, 2} , 7}.

5. A = {1, 2, 3, 4}.

Çàäà÷à 16.

1. Äîêàæåòå, ÷å A ⊆ B ⇒ 2A ⊆ 2B .

2. Äîêàæåòå, ÷å 2A∩B = 2A ∩ 2B .

3. Âÿðíî ëè å, ÷å 2A∪B = 2A ∪ 2B .
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Ãëàâà 2

Ðåëàöèè

Äîñåãà íàìåðèõìå ôîðìàëåí íà÷èí äà èçðàçèì è ðàáîòèì ñúñ ñúâêóïíîñò
îò åëåìåíòè. Ñâåòúò å ïî-ñëîæåí è ÷åñòî ñå íàëàãà äà ãîâîðèì çà âðúçêè
ìåæäó åëåìåíòè: åäíî ìîì÷å, êîåòî å âëþáåíî â åäíî ìîìè÷å, åäíî äúðâî
ïî-ñåí÷åñòî îò äðóãî, åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî äåëè äðóãî.

Çà äà ìîæåì äà îïèøåì ôîðìàëíî åäíà òàêàâà ïî-ñëîæíà êîíñòðóêöèÿ,
òðÿáâà ïúðâî äà ìîæåì äà îïèøåì îáåêò îò äâå ÷àñòè, íà êîéòî äà ìîæåì
âèíàãè äà ðàçïîçíàâàìå êîÿ å ïúðâà ÷àñò è êîÿ - âòîðà ÷àñò.

Ìíîæåñòâà îò åëåìåíòè íå áèõà ìîãëè äà íè ïîñëóæàò äèðåêòíî, çàùîòî
{7, 9} = {9, 7} - íàðåäáàòà ñå çàãóáâà.

2.1 Íàðåäåíè äâîéêè, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàðåäåíà äâîéêà íà åëåìåíòèòå a è b, êîÿòî îçíà÷àâàìå
ñ (a, b), å äâîéêà åëåìåíòè, â êîÿòî a å ïúðâè åëåìåíò, à b å âòîðè åëåìåíò.

Åäèí íà÷èí çà äåôèíèöèÿ íà íàðåäåíà äâîéêà, ïðåäëîæåí îò Êóðàòîâ-
ñêè å:

(a, b) = {a, {a, b}} .

Çàáåëåæêà! Åäíà íàðåäåíà äâîéêà (a1, a2) å ðàâíà íà äðóãà íàðåäåíà
äâîéêà (b1, b2) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî a1 = b1 è a2 = b2. Íàïðèìåð
(5, 7) 6= (7, 5).

Ïîíÿòèåòî çà íàðåäåíà äâîéêà ñå îáîáùàâà ïî åñòåñòâåí íà÷èí äî íàðå-
äåíà n-òîðêà çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî n ≥ 2. Íàðåäåíà n-òîðêà îçíà÷àâàìå
ñ (a1, a2, . . . an). Åäèí íà÷èí çà äåôèíèöèÿ íà íàðåäåíà n-òîðêà å:

(a1, a2, . . . , an) = (a1, (a2, (. . . , an))).

Ñåãà (a1, a2 . . . an) = (b1, b2 . . . bn) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî a1 = b1, a2 =
b2, ... è an = bn.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà
A è B íàðè÷aìå ìíîæåñòâîòî:

A×B = {(a, b) | a ∈ A & b ∈ B}.
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Çàáåëåæêà! Îïåðàöèÿòà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íå å êîìóòàòèâíà. Ôîð-
ìàëíî îïåðàöèÿòà íå å è àñîöèàòèâíà, íî íèå ùå ñè ïîçâîëèì äà íå èçïèñ-
âàìå ñêîáè â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ïîâå÷å îò äâå ìíîæåñòâà, êàòî
ïðåäâàðèòåëíî ñå óãîâîðèì, ÷å A×B × C âèíàãè îçíà÷àâà (A×B)× C.

Òåîðåìà 2.3. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà, |A| = n, |B| = m. Òîãàâà

|A×B| = n ·m.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî n - áðîÿ íà åëå-
ìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî A.

i) Àêî n = 0, òî A = ∅. Íî òîãàâà ∅ ×B = ∅ è ñëåäîâàòåëíî

|∅ ×B| = 0 = 0 ·m.

ii) Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà ìíîæåñòâà ñ n åëåìåíòà, ò.å. àêî A =
{a1, a2, . . . , an} è B = {b1, . . . , bm}, êúäåòî m å ïðîèçâîëíî, òî å èçïúë-
íåíî:

|A×B| = n ·m.

iii) Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà ìíîæåñòâà ñ n+ 1 åëåìåíòà, ò.å. íåêà

A = {a1, a2, . . . an, an+1} è B = {b1, b2, . . . bm} ,

êúäåòî m å ïðîèçâîëíî ÷èñëî. Äà ðàçïèøåì êàêâî ïðåäñòàâëÿâà ìíî-
æåñòâîòî A×B.

A×B = {a1, a2, . . . an, an+1} × {b1, b2, . . . bm}
= {a1, a2, . . . an} × {b1, b2, . . . bm} ∪ {an+1} × {b1, b2, . . . bm} .

Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå,

| {a1, a2, . . . an} × {b1, b2, . . . bm} | = n ·m.

Áðîÿò íà åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâîòî

{an+1} × {b1, b2, . . . bm} = {(an+1, b1), (an+1, b2), . . . (an+1, bm)}

åm. Ìíîæåñòâàòà {a1, a2, . . . an}×{b1, b2, . . . bm} è {an+1}×{b1, b2, . . . bm}
ñà íåïðåñè÷àùè ñå, çàùîòî åëåìåíòèòå íà ïúðâîòî ìíîæåñòâî ñà íàðå-
äåíè äâîéêè, ñ ïðúâ åëåìåíò ðàçëè÷åí îò an+1, åëåìåíòèòå íà ïúðâîòî
ìíîæåñòâî ñà íàðåäåíè äâîéêè, ñ ïðúâ åëåìåíò an+1. Ñúãëàñíî ïðèí-
öèïà çà ñúáèðàíåòî,

|A×B| = n ·m+m = (n+ 1) ·m
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2.2 Ðåëàöèè

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî R íà äå-
êàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà A è B (R ⊆ A×B) íàðè÷àìå (áèíàðíà) ðåëàöèÿ
íàä A è B.

Êîãàòî A = B, ðåëàöèÿ R ⊆ A× A íàðè÷àìå (áèíàðíà) ðåëàöèÿ íàä A.
Ïîíÿòèåòî ðåëàöèÿ ìîæå äà ñå îáîáùè åñòåñòâåíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Àêî
A1, A2, . . . , An ñà ìíîæåñòâà è R ⊆ A1 × . . . An, òî R íàðè÷àìå n-ìåñòíà
ðåëàöèÿ íàä A1, A2, . . . , An.

Ñ âñÿêà ðåëàöèÿ ñâúðçâàìå äâå ìíîæåñòâà äåôèíèöèîííà îáëàñò (äî-
ìåéí) è îáëàñò îò ñòîéíîñòè (ðåéíäæ):

Îïðåäåëåíèå 2.5. Íåêà R ⊆ A×B å ðåëàöèÿ íàä A è B.

dom(R) = {a ∈ A | (∃b)[(a, b) ∈ R]}
range(R) = {b ∈ B | (∃a)[(a, b) ∈ R]}.

2.2.1 Ïðåäñòàâÿíå íà ðåëàöèè

Êîãàòî ðàáîòèì ñ êðàéíè ðåëàöèè, áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå ïðåäñòà-
âÿíèÿ, ñ êîèòî ñå ðàáîòè ïî ëåñíî. Ùå èëþñòðèðàìå äâå ïðåäñòàâÿíèÿ ñ
ïðèìåð. Íåêà T å ðåëàöèÿ íàä {1, 2, 3} è {a, b, c, d}, äåôèíèðàíà ÷ðåç

T = {(1, a), (1, c), (1, d), (2, b), (3, a), (3, d)} .

Íåêà S å ðåëàöèÿ íàä {1, 2, 3, 4}, äåôèíèðàíà ÷ðåç

S = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (3, 4), (4, 2), (4, 4)} .

Òàáëè÷íî ïðåäñòàâÿíå

Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä A = {a1, . . . , an} è B = {b1, . . . , bm}. Ïðåäñòàâÿìå
ðåëàöèÿòà R ñ ïîìîùòà íà òàáëèöà (ìàòðèöà) ñ n ðåäà è m ñòúëáà, êàòî
ïîçèöèÿòà íà i-òè ðåä, j-òè ñòúëá å 0, àêî (ai, bj) /∈ R è 1, àêî (ai, bj) ∈ R.

Íàïðèìåð òàáëè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà T å:
∗ a b c d
1 1 0 1 1
2 0 1 0 0
3 1 0 0 1


Tàáëè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà S å:

∗ 1 2 3 4
1 0 1 1 1
2 0 1 0 0
3 0 0 0 1
4 0 1 0 1
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Ãðàôè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ðåëàöèÿ

Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä A = {a1, . . . , an} è B = {b1, . . . , bm}. Ïðåäñòàâÿìå
ðåëàöèÿòà R ñ ïîìîùòà íà îðèåíòèðàí ãðàô G(A∪B,R). Çà âñåêè åëåìåíò
îò A∪B èìàìå ïî åäèí âðúõ, à çà âñåêè åëåìåíò (a, b) ∈ R ïîñòàâÿìå ñòðåëêà
îò a êúì b.

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà T å:

1

2

3

a

b

c

d

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà S å:

1 2 3 4

2.2.2 Îïåðàöèè íàä ðåëàöèè

Ðåëàöèèòå ñà ìíîæåñòâà è íàä òÿõ ìîãàò äà ñå ïðèëàãàò áóëåâèòå îïåðàöèè,
êîèòî ðàçãëåäàõìå â ïðåäèøíàòà òåìà. Äîïúëíèòåëíî ùå äåôèíèðàìå îùå
äâå îïåðàöèè, ñïåöèôè÷íè çà ðåëàöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä ìíîæåñòâàòà A è B. Îáðàòíàòà
ðåëàöèÿ íà R å ðåëàöèÿòà íàä B è A:

R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä ìíîæåñòâàòà A è B è S å ðåëàöèÿ
íàä ìíîæåñòâàòà B è C. Êîìïîçèöèÿòà íà ðåëàöèèòå R è S å ðåëàöèÿòà íàä
A è C:

R ◦ S = {(a, c) | ∃b ((a, b) ∈ R & (b, c) ∈ S)}.

Ïðèìåð. Íåêà T è S ñà êàêòî â ïðåäíèÿ ïðèìåð. Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòà-
âÿíå íà T−1 e:
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1

2

3

a

b

c

d

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà S ◦ S å:

1 2 3 4

2.2.3 Âèäîâå ðåëàöèè

Íåêà A å ìíîæåñòâî è R å ðåëàöèÿ íàä A.

Ðåôëåêñèâíîñò

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ðåëàöèÿòà R íàðè÷àìå ðåôëåêñèâíà, àêî çà âñåêè åëå-
ìåíò a ∈ A, äâîéêàòà (a, a) å â ðåëàöèÿòà R:

(∀a ∈ A)[(a, a) ∈ R].

Íàïðèìåð ðåëàöèÿòà ≤ íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, ðåëàöèÿòà ⊆ íàä ìíî-
æåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ñà ðåôëåêñèâíè ðåëàöèè.

Âúçìîæíî å ðåëàöèÿòà R äà íå å ðåôëåêñèâíà: çà íÿêîé åëåìåíò a ∈ A
íàðåäåíàòà äâîéêà (a, a) 6∈ R. Âúçìîæíî å äà å èçïúëíåíî íåùî ìíîãî ïî-
ñèëíî:

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ðåëàöèÿòà R íàðè÷àìå àíòèðåôëåêñèâíà, àêî çà âñåêè
åëåìåíò a ∈ A, äâîéêàòà (a, a) íå å â ðåëàöèÿòà R:

(∀a ∈ A)[(a, a) 6∈ R].

Íàïðèìåð ðåëàöèÿòà < íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, ðåëàöèÿòà ⊂ íàä ìíî-
æåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ñà àíòèðåôëåêñèâíè ðåëàöèè.

Ðåëàöèÿòà R = {(n,m) | n å ïðîñò äåëèòåë íà m} íå å íèòî ðåôëåêñèâíà,
íèòî àíòèðåôëåêñèâíà. Íå å ðåôëåêñèâíà, çàùîòî íàïðèìåð (4, 4) /∈ R. Íå
å àíòèðåôëåêñèâíà, çàùîòî íàïðèìåð (3, 3) ∈ R.
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Òðàíçèòèâíîñò

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ðåëàöèÿòà R íàðè÷àìå òðàíçèòèâíà, àêî çà âñÿêà
òðîéêà åëåìåíòè a, b, c ∈ A, àêî (a, b) ∈ R è (b, c) ∈ R, òî (a, c) ∈ R:

∀a ∈ A∀b ∈ A∀c ∈ A ((a, b) ∈ R & (b, c) ∈ R→ (a, c) ∈ R).

Íàïðèìåð ðåëàöèèòå ≤ è < íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, ðåëàöèèòå ⊆ è ⊂
íàä ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ñà òðàíçèòèâíè ðåëàöèè.

Ðåëàöèÿòà R = {(n,m) | n è m èìàò îáùà ïðîñò äåëèòåë} íå å òðàíçè-
òèâíà. Íàïðèìåð (3, 6) ∈ R, (6, 2) ∈ R, íî (3, 2) /∈ R.
Òâúðäåíèå 2.11. Ðåëàöèÿòà R å òðàíçèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
R ◦R ⊆ R.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà R å òðàíçèòèâíà. Íåêà (a, c) å ïðîèçâîëåí åëåìåíò
îò R ◦ R. Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà îïåðàöèÿòà êîìïîçèöèÿ íà ðåëàöèè,
ìîæåì äà íàìåðèì ìåæäèíåí åëåìåíò b ∈ A, òàêúâ ÷å (a, b) ∈ R è (b, c) ∈ R.
Îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R ñëåäâà, ÷å (a, c) ∈ R. Òàêà R ◦R ⊆ R.

Íåêà ñåãà R ◦ R ⊆ R. Äà âçåìåì ïðîèçâîëíà òðîéêà åëåìåíòè a, b, c ∈ A
òàêèâà, ÷å (a, b) ∈ R è (b, c) ∈ R. Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà îïåðàöèÿòà
êîìïîçèöèÿ íà ðåëàöèè, (a, c) ∈ R◦R. Íî R◦R ⊆ R, ñëåäîâàòåëíî (a, c) ∈ R
è R å òðàíçèòèâíà.

Ñèìåòðè÷íîñò

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ðåëàöèÿòà R íàðè÷àìå ñèìåòðè÷íà, àêî çà âñÿêà äâîé-
êà åëåìåíòè a, b ∈ A, àêî (a, b) ∈ R, òî (b, a) ∈ R:

∀a ∈ A∀b ∈ A ((a, b) ∈ R→ (b, a) ∈ R).

Íàïðèìåð ðåëàöèÿòà R = {(n,m) | n è m èìàò îáùà ïðîñò äåëèòåë} è
ðåëàöèÿòà = íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñà ñèìåòðè÷íè. Ðåëàöèèòå ≤ è < íàä
åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, ðåëàöèèòå ⊆ è ⊂ íàä ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà,
íå ñà ñèìåòðè÷íè ðåëàöèè. Çà òÿõ îòíîâî ìîæåì äà êàæåì íåùî ìíîãî ïî-
ñèëíî, òå ñà àíòèñèìåòðè÷íè.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ðåëàöèÿòà R íàðè÷àìå àíòèñèìåòðè÷íà, àêî çà âñÿêà
äâîéêà åëåìåíòè a, b ∈ A, àêî (a, b) ∈ R è a 6= b, òî (b, a) /∈ R:

∀a ∈ A∀b ∈ A ((a, b) ∈ R & a 6= b→ (b, a) /∈ R).

Çàáåëåæêà! Òóê îòíîâî å âúçìîæíî äà èìà ðåëàöèÿ, êîÿòî íå íèòî ñè-
ìåòðè÷íà, íèòî àíòèñèìåòðè÷íà. Íàïðèìåð ðåëàöèÿòà R = {(A,B) | A\B 6=
∅} ⊆ 2N × 2N íå å ñèìåòðè÷íà çàùîòî íàïðèìåð ({1, 2, 3} , {1, 2}) ∈ R,
íî ({1, 2} , {1, 2, 3}) /∈ R. Ðåëàöèÿòà íå å àíòèñèìåòðè÷íà çàùîòî ({1, 2, 3},
{4, 5, 6}) ∈ R, {1, 2, 3} 6= {4, 5, 6}, íî ({4, 5, 6} , {1, 2, 3}) ∈ R.
Òâúðäåíèå 2.14. Ðåëàöèÿòà R å ñèìåòðè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
R−1 ⊆ R.
Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà R å ñèìåòðè÷íà. Íåêà (b, a) ∈ R−1. Ñúãëàñíî äåôè-
íèöèÿòà íà îáðàòíà ðåëàöèÿ (a, b) ∈ R. Íî ùîì R å ñèìåòðè÷íà, (b, a) ∈ R.
Òàêà R−1 ⊆ R.

Íåêà ñåãà R−1 ⊆ R. Íåêà a, b ∈ A ñà ïðîèçâîëíè åëåìåíòè òàêèâà, ÷å
(a, b) ∈ R. Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà îáðàòíà ðåëàöèÿ (b, a) ∈ R−1. Íî
R−1 ⊆ R, ñëåäîâàòåëíî (b, a) ∈ R è R å ñèìåòðè÷íà.
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2.3 Ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò

Îïðåäåëåíèå 2.15. Íåêà A å íåïðàçíî ìíîæåñòâî. Ðåëàöèÿ R íàä A íà-
ðè÷àìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, àêî R å ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è
òðàíçèòèâíà.

Ïðèìåð çà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò å {(n,m) | n ≡ m(mod 4)} ⊆ N2.
Òàçè ðåëàöèÿ ñå ñúñòîè îò âñè÷êè äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîèòî äàâàò
åäèí è ñúù îñòàòúê, ïðè äåëåíèå íà 4.

Èíòóèöèÿòà çàä ïîíÿòèåòî ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, å ÷å òÿ ãðóïèðà
åëåìåíòèòå íà A ïî îòíîøåíèå íà íÿêàêâî ñõîäñòâî. Ãðóïàòà â êîÿòî ïîïàäà
êîíêðåòåí åëåìåíò ñå íàðè÷à íåãîâ êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Íåêà A å ìíîæåñòâî, a ∈ A è R ⊆ A2 å ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò íàä A. Êëàñúò íà åêâèâàëåíòíîñò íà a ïî îòíîøåíèå íà
ðåëàöèÿòà R å ìíîæåñòâîòî:

[a]R = {b ∈ A | (a, b) ∈ R}.

Âñÿêà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò íàä ìíîæåñòâî ïîðàæäà ðàçáèâàíå
íà ìíîæåñòâîòî .

Îïðåäåëåíèå 2.17. Íåêà A å íåïðàçíî ìíîæåñòâî, I e èíäåêñíî ìíîæåñòâî
è {Ai}i∈I å ôàìèëèÿ îò ìíîæåñòâà, èíäåêñèðàíà ñ I. Ôàìèëèÿòà {Ai}i∈I å
ðàçáèâàíå íà A àêî:

1. ∀i ∈ I(Ai 6= ∅);

2.
⋃
i∈I Ai = A;

3. ∀i ∈ I∀j ∈ I(Ai ∩Aj 6= ∅ → Ai = Aj).

Òåîðåìà 2.18. 1. Íåêà A å ìíîæåñòâî, à R ⊆ A2 å ðåëàöèÿ íà åêâè-
âàëåíòíîñò íàä A. Ôàìèëèÿòà {[a]R}a∈A å ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî
A.

2. Íåêà A å ìíîæåñòâî, I å èíäåêñíî ìíîæåñòâî è {Ai}i∈I å ðàçáèâàíå íà
A. Ðåëàöèÿòà:

R = {(a, b) | ∃i ∈ I(a ∈ Ai & b ∈ Ai)}

e ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò íàä A è âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò
ïî îòíîøåíèå íà R ñúâïàäà ñ Ai çà íÿêîå i ∈ I.

Äîêàçàòåëñòâî.

1. Âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò å íåïðàçåí, çàùîòî R å ðåôëåêñèâíà
ðåëàöèÿ è ñëåäîâàòåëíî (a, a) ∈ R, a ∈ [a]R. Âñåêè êëàñ íà åêâèâà-
ëåíòíîñò å ïî äåôèíèöèÿ ïîäìíîæåñòâî íà A, è âñåêè åëåìåíò a ∈ A
ïîïàäà â ïîíå åäèí êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò - ñâîÿ, òàêà

⋃
a∈A[a]R = A.

Íåêà a, b ∈ A ñà òàêèâà, ÷å [a]R ∩ [b]R 6= ∅. Íåêà c ∈ [a]R ∩ [b]R. Òîãà-
âà (a, c) ∈ R, (b, c) ∈ R è ïîíåæå R å ñèìåòðè÷íà (c, b) ∈ R. Ñåãà îò
òðàíçèòèâíîñòòà íà R ñëåäâà, ÷å (a, b) ∈ R, à ñëåäîâàòåëíî è (b, a) ∈ R.
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Ùå ïîêàæåì, ÷å [a]R = [b]R. Íåêà x ∈ [a]R. Òîãàâà (b, a) ∈ R è (a, x) ∈ R
è ñëåäîâàòåëíî îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R, (b, x) ∈ R è x ∈ [b]R. Òàêà
[a]R ⊆ [b]R.

Íåêà ñåãà x ∈ [b]R. Òîãàâà (a, b) ∈ R è (b, x) ∈ R è ñëåäîâàòåëíî
îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R, (a, x) ∈ R è x ∈ [a]R. Òàêà ïîëó÷àâàìå è
âòîðîòî âêëþ÷âàíå: [b]R ⊆ [a]R.

Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å ôàìèëèÿòà {[a]R}a∈A èçïúëíÿâà è òðèòå óñëîâèÿ,
íåîáõîäèìè çà äà å ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî .

2. Íåêà ñåãà {Ai}i∈I å ðàçáèâàíå íà A. Ðåëàöèÿòà:

R = {(a, b) | ∃i ∈ I(a ∈ Ai & b ∈ Ai)}

å ðåôëåêñèâíà, çàùîòî
⋃
i∈I Ai = A ñëåäîâàòåëíî çà âñåêè åëåìåíò

a ∈ A èìà èíäåêñ i ∈ I, òàêúâ ÷å a ∈ Ai. Ðåëàöèÿòà å ñèìåòðè÷íà,
çàùîòî ëîãè÷åñêàòà âðúçêà & å êîìóòàòèâíà. Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å
R å òðàíçèòèâíà. Íåêà a, b, c ∈ A ñà òàêèâà, ÷å (a, b) ∈ R è (b, c) ∈ R.
Òîãàâà ñúùåñòâóâàò èíäåêñè i è j òàêèâà, ÷å a, b ∈ Ai è b, c ∈ Aj .
Òàêà b ∈ Ai ∩Aj . Îò òðåòîòî óñëîâèå â äåôèíèöèÿòà íà ðàçáèâàíå íà
ìíîæåñòâî ñëåäâà, ÷å Ai = Aj . Òàêà a, c ∈ Ai è ñëåäîâàòåëíî (a, c) ∈ R.
Íåêà a å ïðîèçâîëåí åëåìåíò îò A è íåêà i ∈ I å òàêîâà, ÷å a ∈ Ai.
Òâúðäèì, ÷å [a]R = Ai. Íàèñòèíà, àêî b ∈ Ai òî (a, b) ∈ R è ñëåäî-
âàòåëíî b ∈ [a]R. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî b ∈ [a]R, òî (a, b) ∈ R è èìà
j ∈ I òàêîâà, ÷å ∈ Aj è b ∈ Aj . Íî îò òðåòîòî ñâîéñòâî íà ðàçáèâà-
íå è ôàêòúò, ÷å a ∈ Ai ∩ Aj , ñëåäâà, ÷å Ai = Aj . Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å
b ∈ Ai.

2.4 ×àñòè÷íà íàðåäáà

Âòîðèÿò âèä ðåëàöèè, êîèòî ùå ðàçãëåäàìå ñå íàðè÷àò ÷àñòè÷íè íàðåäáè
è èíòóèòèâíî ñðàâíÿâàò åëåìåíòè ïî íÿêàêúâ ïðèçíàê. Àêî (a, b) ∈ R -
ñ÷èòàìå, ÷å a å ïî-ìàëúê, ïðåäõîæäà, b. Â çàâèñèìîñò äàëè ðåëàöèÿòà, êîÿòî
ðàçãëåæäàìå å ðåôëåêñèâíà èëè àíòèðåôëåêñèâíà èìàìå äâà âèäà ÷àñòè÷íè
íàðåäáè.

Îïðåäåëåíèå 2.19. Íåêà A å íåïðàçíî ìíîæåñòâî.

1. Ðåëàöèÿ R íàä A íàðè÷àìå (íåñòðîãà) ÷àñòè÷íà íàðåäáà, àêî R å ðåô-
ëåêñèâíà, àíòèñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà.

2. Ðåëàöèÿ R íàä A íàðè÷àìå ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà, àêî R å àíòè-
ðåôëåêñèâíà, àíòèñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà.

Ïðèìåðè çà íåñòðîãè ÷àñòè÷íè íàðåäáè ñà ðåëàöèÿòà ≤ íàä åñòåñòâåíèòå
÷èñëà, ðåëàöèÿòà ⊆ íàä ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Ïðèìåðè çà ñòðîãè ÷àñòè÷íè íàðåäáè ñà ðåëàöèÿòà < íàä åñòåñòâåíèòå
÷èñëà, ðåëàöèÿòà ⊂ íàä ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Ìàêàð ðåëàöèèòå ≤ (<) è ⊆ (⊂) äà èìàò åäíè è ñúùè õàðàêòåðèñòèêè ïî
îòíîøåíèå íà ðåôëåêñèâíîñò, ñèìåòðè÷íîñò, òðàíçèòèâíîñò, òå ñà ñúùåñòâå-
íî ðàçëè÷íè îò äðóãà ãëåäíà òî÷êà. Êàêâàòî è äâîéêà ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè
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÷èñëà äà âçåìåì n,m, òå ñà âèíàãè ñðàâíèìè: èëè n ≤ m èëè m ≤ n. Çà
äâîéêè ìíîæåñòâî, òîâà ñúâñåì íå âàæè. Íàïðèìåð äâîéêàòà ìíîæåñòâà 2N
è 2N + 1 ñà íåñðàâíèìè ïî îòíîøåíèå íà ðåëàöèÿòà ⊆: íèòî 2N ⊆ 2N + 1,
íèòî 2N+ 1 ⊆ 2N.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Íåêà R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà (ñòðîãà èëè íåñòðîãà) íàä
ìíîæåñòâî A. Êàçâàìå, ÷å R å ëèíåéíà (ïúëíà), àêî âñåêè äâà ðàçëè÷íè
åëåìåíòà îò A ñà ñðàâíèìè ïî îòíîøåíèå íà R:

∀a ∈ A∀b ∈ A (a 6= b→ ((a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R)).

Òàêà ðåëàöèèòå ≤ è < íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, ñà ïðèìåðè çà ëèíåéíè
÷àñòè÷íè íàðåäáè, äîêàòî ðåëàöèèòå ⊆ è ⊂ íàä ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè
÷èñëà ñà ïðèìåðè çà ÷àñòè÷íè íàðåäáà, êîèòî íå ñà ëèíåéíè.

Èíòóèöèÿòà, ÷å (a, b) ∈ R îçíà÷àâà, ÷å a å ïî-ìàëúê îò b å çàëåãíàëà è
âúâ ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ:

Îïðåäåëåíèå 2.21. Íåêà R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà (ñòðîãà èëè íåñòðîãà) íàä
ìíîæåñòâî A.

• Êàçâàìå, ÷å a ∈ A å íàé-ìàëúê ïî îòíîøåíèå íà R, àêî å ïî-ìàëúê îò
âñåêè äðóã åëåìåíò íà A:

∀b ∈ A(a 6= b→ (a, b) ∈ R).

• Êàçâàìå, ÷å a ∈ A å íàé-ãîëÿì ïî îòíîøåíèå íà R, àêî å ïî-ãîëÿì îò
âñåêè äðóã åëåìåíò íà A:

∀b ∈ A(a 6= b→ (b, a) ∈ R).

Íàïðèìåð â ñëåäíàòà ðåëàöèÿ, ïðåäñòàâåíà ãðàôè÷íî a å íàé-ãîëÿì åëå-
ìåíò, à g e íàé-ìàëúê.

a

b c

d e f

g

Ñúùåñòâóâàíåòî íà íàé-ãîëÿì è íàé-ìàëúê åëåìåíò ñúâñåì íå å çàäúëæè-
òåëíî. Íàïðèìåð àêî ðàçãëåäàìå Z è íàðåäáàòà ≤ íàä Z, íå ñúùåñòâóâà
íèòî íàé-ãîëÿì, íèòî íàé-ìàëúê åëåìåíò. Âúçìîæíî å äîðè â êðàéíà ÷àñ-
òè÷íà íàðåäáà äà íÿìà íàé-ìàëúê èëè íàé-ãîëÿì åëåìåíò, êàêòî ñå ñëó÷âà
â ñëåäíèÿ ïðèìåð:
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b c

d e f

Îïðåäåëåíèå 2.22. Íåêà R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà (ñòðîãà èëè íåñòðîãà) íàä
ìíîæåñòâî A.

• Êàçâàìå, ÷å a ∈ A å ìèíèìàëåí åëåìåíò ïî îòíîøåíèå íà R, àêî íå
ñúùåñòâóâà äðóã åëåìåíò b ∈ A, êîéòî å ïî-ìàëúê îò íåãî:

∀b ∈ A(a 6= b→ (b, a) /∈ R).

• Êàçâàìå, ÷å a ∈ A å ìàêñèìàëåí åëåìåíò ïî îòíîøåíèå íà R, àêî íå
ñúùåñòâóâà äðóã åëåìåíò b ∈ A, êîéòî å ïî-ãîëÿì îò íåãî:

∀b ∈ A(a 6= b→ (a, b) /∈ R).

Òàêà â ãîðå èçîáðàçåíàòà ðåëàöèÿ, åëåìåíòèòå d, e è f ñà ìèíèìàëíè, à
b è c ñà ìàêñèìàëíè.

Òåîðåìà 2.23. Âñÿêà ÷àñòè÷íà íàðåäáà R íàä êðàéíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî
A ïðèòåæàâà ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí åëåìåíò.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà îïðåäåëåíîñò ùå ïðèåìåì, ÷å R å íåñòðîãà ÷àñòè÷íà
íàðåäáà. Òåîðåìàòà å â ñèëà è çà ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà. Äîêàçàòåëñòâîòî
ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî |A|.

Àêî A = {a} èìà ñàìî åäèí åëåìåíò, òî a ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí
åëåìåíò.

Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà êðàéíè ìíîæåñòâà ñ n åëåìåíòà. Íåêà
A = {a1 . . . an, an+1} è R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà íàä A. Äà ðàçãëåäàìå ìíî-
æåñòâîòî A1 = {a1, . . . , an} = A \ {an+1} è ðåëàöèÿòà R1 = R ∩ (A1 × A1).
Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å R1 å ÷àñòè÷íà íàðåäáà íàä A1. A1 å ìíîæåñòâî ñ n
åëåìåíòà è ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå A1 èìà ìèíèìàëåí ai
è ìàêñèìàëåí åëåìåíò aj ïî îòíîøåíèå íà R1, i, j ≤ n.

Àêî (an+1, ai) /∈ R, òî ai å ìèíèìàëåí åëåìåíò íà ïî îòíîøåíèå íà R.
Íàèñòèíà àêî äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà b ∈ A, òàêúâ ÷å b 6= ai è (b, ai) ∈ R,
òî b 6= an+1 è ñëåäîâàòåëíî b ∈ A1, à (b, ai) ∈ R1, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà
ìèíèìàëíîñòòà íà ai.

Àêî (an+1, ai) ∈ R, òî an+1 å ìèíèìàëåí åëåìåíò íà ïî îòíîøåíèå íà
R. Íàèñòèíà àêî äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà b ∈ A, òàêúâ ÷å b 6= an+1 è
(b, an+1) ∈ R, îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R, ñëåäâà, ÷å (b, ai) ∈ R, îòíîâî b ∈ A1,
è ñëåäîâàòåëíî (b, ai) ∈ R1, êîåòî ïàê ïðîòèâîðå÷è íà ìèíèìàëíîñòòà íà ai.

Ñúùåñòâóâàíåòî íà ìàêñèìàëåí åëåìåíò ñå äîêàçâà ïî àíàëîãè÷åí íà-
÷èí: àêî (aj , an+1) /∈ R, òî aj å ìàêñèìàëåí åëåìåíò; àêî (aj , an+1) ∈ R, òî
an+1 å ìàêñèìàëåí åëåìåíò.

Êàòî èçïîëçâàìå ïðåäèøíàòà òåîðåìà ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà ÷àñòè÷íà
íàðåäáà íàä êðàéíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî A ìîæå äà ñå ïðîäúëæè äî ïúëíà
(ëèíåéíà). Ìåòîäúò, êîéòî ùå èçïîëçâàìå â äîêàçàòåëñòâîòî å èçâåñòåí êàòî
ìåòîä íà òîïîëîãè÷åñêàòà ñîðòèðîâêà.
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Òåîðåìà 2.24. Íåêà A å íåïðàçíî êðàéíî ìíîæåñòâî è R å ÷àñòè÷íà íà-
ðåäáà íàä A. Ñúùåñòâóâà ëèíåéíà íàðåäáà S íàä A òàêàâà, ÷å R ⊆ S.

Äîêàçàòåëñòâî. Îòíîâî çà îïðåäåëåíîñò ùå ïðèåìåì, ÷å R å íåñòðîãà ÷àñ-
òè÷íà íàðåäáà. Òåîðåìàòà å â ñèëà è çà ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà.

Íåêà A e ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà. Ùå ïîäðåäèì åëåìåíòèòå íà A â
ðåäèöà. Ñúãëàñíî ïðåäèøíàòà òåîðåìà, A ïðèòåæàâà ìèíèìàëåí åëåìåíò ïî
îòíîøåíèå íà R. Íåêà a1 å åäèí òàêúâ ìèíèìàëåí åëåìåíò íà A è A0 = A.

Íåêà ñìå ïîñòðîèëè åëåìåíòèòå a1, . . . ai - i-íà áðîé ðàçëè÷íè åëåìåíòè
íà A. Àêî i = n, êîíñòðóêöèÿòà å ãîòîâà è A = {a1, . . . an}. Èíà÷å ìíîæåñò-
âîòî Ai+1 = A\{a1, . . . ai} å íåïðàçíî, à R∩(Ai+1×Ai+1) å ÷àñòè÷íà íàðåäáà
íàä Ai+1. Îòíîâî ïðèëàãàìå ïðåäèøíàòà òåîðåìà çà äà èçáåðåì ai+1 êàòî
ìèíèìàëåí åëåìåíò íà Ai+1 ïî îòíîøåíèå íà R ∩ (Ai+1 ×Ai+1).

Ñëåä êàòî ñìå ïîäðåäèëè åëåìåíòèòå íà A, êàòî a1, . . . an, äåôèíèðàìå
ðåëàöèÿòà S = {(ai, aj) | 1 ≤ i ≤ j ≤ n}. Ðåëàöèÿòà S å ëèíåéíà ÷àñòè÷íà
íàðåäáà. Âñåêè åëåìåíò a ∈ A ïðèñúñòâà íÿêúäå â ðåäèöàòà, a = ai çà
íÿêîå i. Ïîíåæå i ≤ i, (ai, ai) ∈ S è S e ðåôëåêñèâíà. Àíòèñèìåòðè÷íîñò
è òðàíçèòèâíîñò íà S, ñëåäâàò îò àíòèñèìåòðè÷íîñò è òðàíçèòèâíîñò íà
ðåëàöèÿòà ≤ íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Íåêà a, b ∈ A. Òîãàâà a = ai è b = aj
çà íÿêîè i è j. Àêî i ≤ j, òî (a, b) ∈ S. Èíà÷å j ≤ i è (b, a) ∈ S.

Îñòàíà äà âèäèì, ÷å R ⊆ S. Íåêà (a, b) ∈ R. Òîãàâà îòíîâî a = ai è
b = aj çà íÿêîè i è j. Äà äîïóñíåì, ÷å j < i äà ñå âúðíåì íà ñòúïêà j îò
êîíñòðóêöèÿòà. Åëåìåíòúò b å èçáðàí êàòî ìèíèìàëåí åëåìåíò íà Aj−1 ïî
îòíîøåíèå íà R ∩ (Aj−1 ×Aj−1). Åëåìåíòúò ai íå ñå ñðåùà ñðåä a1 . . . aj−1,
çàùîòî ñúãëàñíî äîïóñêàíåòî i > j. Òîãàâà a ∈ Aj−1 = A \ {a1, . . . aj−1}.
Òàêà (a, b) ∈ R ∩ (Aj−1 × Aj−1), íî òîâà ïðîòèâîðå÷è íà ìèíèìàëíîñòòà íà
b. Ïðîòèâîðå÷èåòî ñå äúëæè íà ãðåøíîòî íè äîïóñêàíå, ñëåäîâàòåëíî i ≤ j
è (a, b) ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 2.25. Íåêà R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà íàä A (ñòðîãà èëè íåñòðî-
ãà). Êàçâàìå, ÷å R å ôóíäèðàíà, àêî âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A
èìà ìèíèìàëåí åëåìåíò ïî îòíîøåíèå íà R.

Àëòåðíàòèâíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ôóíäèðàíèòå íàðåäáè å ñëåäíàòà:

Òâúðäåíèå 2.26. Íåêà A å íåïðàçíî ìíîæåñòâî è R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà
íàä A. R e ôóíäèðàíà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî íå ñúùåñòâóâà áåçêðàéíà
ðåäèöà îò ðàçëè÷íè åëåìåíòè íà A, {ai}i∈N, ñúñ ñâîéñòâîòî ∀i(ai+1, ai) ∈ R.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà R å ôóíäèðàíà. Äà äîïóñíåì, ÷å èìà áåçêðàéíà ðå-
äèöà îò ðàçëè÷íè åëåìåíòè íà A, {ai}i∈N, ñúñ ñâîéñòâîòî ∀i(ai+1, ai) ∈ R.
Òîãàâà ìíîæåñòâîòî {ai}i∈N òðÿáâà äà èìà ìèíèìàëåí åëåìåíò b = aj çà
íàÿêîå j. Íî òîãàâà aj+1 6= b è (aj+1, b) ∈ R, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äåôèíè-
öèÿòà íà ìèíèìàëåí åëåìåíò.

Íåêà ñåãà äîïóñíåì, ÷å R íå å ôóíäèðàíà. Íåêà B ⊆ A e íåïðàçíî ìíî-
æåñòâî, êîåòî íÿìà ìèíèìàëåí åëåìåíò. Ùå ïîñòðîèì ðåäèöà ñúñ èñêàíèòå
ñâîéñòâà. Âçèìàìå ïðîèçâîëåí åëåìåíò b ∈ B è ïîëàãàìå a0 = b. Äà äîïóñ-
íåì ÷å ñìå ïîñòðîèëè a0 . . . ak ðàçëè÷íè åëåìåíòè, òàêèâà ÷å (ai+1, ai) ∈ R çà
âñÿêî i < k. Èçáèðàìå ak+1 ∈ B êàòî íîâ åëåìåíò ñúñ ñâîéñòâîòî (ak+1, ak) ∈
R. Òàêúâ åëåìåíò èìà, çàùîòî àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî: çà âñåêè åëåìåíò
b ∈ B, àêî b 6= ak òî (b, ak) /∈ R, ïîëó÷àâàìå, ÷å ak å ìèíèìàëåí åëåìåíò íà
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B ïî îòíîøåíèå íà R. Òàêà ñ èíäóêöèÿ ïî k ïîñòîîèõìå áåçêðàéíà ðåäèöà
îò åëåìåíòè íà A ñ èñêàíîòî ñâîéñòâî.

Ïðèìåð çà ôóíäèðàíà íàðåäáà å íàðåäáàòà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Ôóí-
äèðàíîñòòà å ñâîéñòâîòî íà òàçè íàðåäáà, êîåòî íè ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå
ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ.

Òåîðåìà 2.27 (Ìåòîä íà ñòðóêòóðíàòà èíäóêöèÿ). Íåêà A å íåïðàçíî ìíî-
æåñòâî è R å ôóíäèðàíà íàðåäáà íàä A. Àêî P ⊆ A èìà ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

Çà âñè÷êè b ∈ A å âÿðíî ñëåäíîòî: àêî âñÿêî a ∈ A, òàêîâà ÷å
a 6= b è (a, b) ∈ R , èìàìå ÷å a ∈ P , òî òîãàâà è b ∈ P .

Òîãàâà P = A.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà P ⊆ A èìà òoâà ñâîéñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å P ⊂ A.
Òîãàâà A \ P å íåïðàçíî ìíîæåñòâî. Ïîíåæå R e ôóíäèðàíà, ìîæåì äà
èçáåðåì b êàòî ìèíèìàëåí åëåìåíò íà A \P ïî îòíîøåíèå íà R. Íåêà a ∈ A
å ïðîèçâîëåí åëåìåíò, òàêúâ ÷å a 6= b è (a, b) ∈ R. Îò ìèíèìàëíîñòòà íà b
ñëåäâà, ÷å a /∈ A\P . Òàêà a ∈ P . Îò ñâîéñòâîòî íà P , ñëåäâà, ÷å b ∈ P , êîåòî
ïðîòèâîðå÷è íà èçáîðà íà b. Òàêà äîïóñêàíåòî íè å ãðåøíî è ñëåäîâàòåëíî
A = P .

2.5 Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå

Çàäà÷à 1. Íåêà A = {John,Mary}, B = {1, 2, 3}, C = ∅. Íàìåðåòå A × B,
B ×A, A× C, C ×A, A×A = A2, B ×B ×B = B3.

Çàäà÷à 2. Äîêàæåòå, ÷å:

1. Àêî A ⊆ A1 è B ⊆ B1, òî A×B ⊆ A1 ×B1.

2. Àêî A 6= ∅ è B 6= ∅, òî A×B = B ×A⇔ A = B.

Çàäà÷à 3. Âÿðíî ëè å, ÷å:

1. A× (B ∪ C) = A×B ∪A× C.

2. A× (B ∩ C) = A×B ∩A× C.

3. A× (B \ C) = A×B \A× C.

Çàäà÷à 4. Íåêà A è B ñà êàêòî â Çàäà÷à 1.

1. Êîè îò ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà ðåëàöèè íàäA èB: {(John, 1), (John, 2)},
{(Mary, 3), (John,Mary)}, {(John, 1), (2, John)}, ({Mary, 1} , {Mary, 2}).

2. Êîÿ å íàé- ãîëÿìàòà ðåëàöèÿ íàä A è B? À íàé-ìàëêàòà?

3. Êîëêî ñà âñè÷êè ðåëàöèè íàä A è B?

Çàäà÷à 5. Îïðåäåëåòå dom(R) è range(R), çà:
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1. R = {(1, 7), (3, 3), (13, 11), (3, 12), (2, 15)}.

2. R = {(7, 1), (3, 3), (11, 13), (12, 3), (15, 2)}.

3. R = IdA = {(a, a) | a ∈ A}.

Çàäà÷à 6. Íåêà A = {1, 2, 3, 4}. Ïðåäñòàâåòå òàáëè÷íî è ãðàôè÷íî ðåëàöè-
èòå: "< "≤ "= ∅ è 2.

Çàäà÷à 7. Íàìåðåòå îáðàòíàòà ðåëàöèÿ R−1 è R ◦R, àêî R å:

1. {(0, 1), (1, 3), (4, 0)}.

2. {(n, n+ 1) | n ∈ N}.

3. {(n,m) | n,m ∈ N & n < m}.

Êàê ìîæåì ïî òàáëè÷íîòî (ãðàôè÷íîòî) ïðåäñòàâÿíå íà R äà íàìåðèì
òàáëè÷íîòî (ãðàôè÷íîòî) ïðåäñòàâÿíå íà R−1? À íà R ◦R?

Çàäà÷à 8. Äîêàæåòå, ÷å:

1. dom(R−1) = range(R) è range(R−1) = dom(R).

2. (R ∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1 è (R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1.

Çàäà÷à 9. Êàê ìîæå ïî òàáëè÷íîòî (ãðàôè÷íîòî) ïðåäñòàâÿíå íà ðåëàöè-
ÿòà R äà ñå ðàçáåðå äàëè òÿ å:

1. ðåôëåêñèâíà, àíòèðåôëåêñèâíà èëè íèòî åäíî îò äâåòå?

2. ñèìåòðè÷íà, àíòèñèìåòðè÷íà èëè íèòî åäíî îò äâåòå?.

Çàäà÷à 10. Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä A. Äîêàæåòå, ÷å

1. Àêî R å òðàíçèòèâíà è ðåôëåêñèâíà, òî R ◦R = R.

2. Âúçìîæíî ëè å R ◦R = R, àêî R íå å ðåôëåêñèâíà.

Çàäà÷à 11. Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä A. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ
ñà åêâèâàëåíòíè:

1. R å ñèìåòðè÷íà.

2. R−1 ⊆ R.

3. R = R−1.

Çàäà÷à 12. Åäíà ðåëàöèÿ R ⊆ A2 íàðè÷àìå à-öèêèëè÷íà, àêî íå ñúùåñ-
òâóâàò åëåìåíòè a1, a2, . . . an ∈ A (n ≥ 2) òàêèâà, ÷å a1 = an è çà âñÿêî i,
1 ≤ i < n, (ai, ai+1) ∈ R. Äîêàæåòå, ÷å

1. Âñÿêà òðàíçèòèâíà, àíòèðåôëåêñèâíà ðåëàöèÿ å à-öèêëè÷íà.
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2. Àêî R å à-öèêëè÷íà, òî R å àíòèðåôëåêñèâíà.

3. Äàéòå ïðèìåð çà à-öèêëè÷íà ðåëàöèÿ, êîÿòî íå å òðàíçèòèâíà.

Çàäà÷à 13. Ïîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî ìíîæåñòâî A, ðåëàöèÿòà idA å ðåëàöèÿ
íà åêâèâàëåíòíîñò. Ïîêàæåòå, ÷å òîâà å íàé-ìàëêàòà ðåëàöèÿ íà åêâèâà-
ëåíòíîñò íàä A ïî îòíîøåíèå íà ðåëàöèÿòà ⊆. Êîÿ å íàé-ãîëÿìàòà? Êàê
èçãëåæäà ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò?

Çàäà÷à 14. Ïðîâåðåòå äàëè ñëåäíèòå ðåëàöèè ñà ðåëàöèè íà åêâèâàëåíò-
íîñò:

à) {(n,m) | n ≡ m( mod k)} ⊆ N × N, êúäåòî k å íÿêàêâî ôèêñèðàíî
ïîëîæèòåëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî.

á) {(x, y) | x+ y = 0} ⊆ R× R.

â) {(n,m) | n+m å ÷åòíî ÷èñëî.} ⊆ N× N.

ã) {(a, b) | a.b ≥ 0} ⊆ Z× Z.

ä) {(a, b) | a.b > 0} ⊆ Z× Z.

å) {(p, r) | p− r å öÿëî ÷èñëî} ⊆ Q×Q.

æ) {((a, b), (c, d)) | a.d = b.c} ⊆ N2 × N2.

Çàäà÷à 15. Êîå îò ñëåäíèòå ìíîæåñòâà å ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî {1, 2, 3, 4}:

• {{1, 2} , {3}}.

• {{1, 2} , {2, 3} , {4}}.

• {{1, 2} , {3, 4} , ∅}

• {{1, 4} , {2, 3}}

Çàäà÷à 16. Îïèøåòå êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò, ïîðîäåíè îò òåçè îò
ðåëàöèèòå â Çàäà÷à 14, êîèòî ñà ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò.

Çàäà÷à 17. Íåêà A = {n ∈ N | 2 ≤ n ≤ 20}. Íåêà R ⊆ A2 ñå ñúñòîè îò âñè÷êè
äâîéêè ÷èñëà, êîèòî èìàò åäíàêâè ïðîñòè äåëèòåëè. Íàïðèìåð (6, 12) ∈ R,
çàùîòî ïðîñòèòå äåëèòåëè íà 6 è 12 ñà 2, 3, íî (6, 9) /∈ R, çàùîòî 2 å ïðîñò
äåëèòåë íà 6, íî íå è íà 9. Äîêàæåòå, ÷å R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò è
îïðåäåëåòå êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò ïîðîäåíè îò R.

Çàäà÷à 18. Íåêà α å ðàâíèíà. Ñ P (α) îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò òî÷-
êèòå â ðàâíèíàòà, à ñ L(α) ìíîæåñòâîòî îò ïðàâèòå â ðàâíèíàòà. Êîè îò
ñëåäíèòå ðåëàöèè ñà ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò? Îïðåäåëåòå êëàñîâåòå íà
åêâèâàëåíòíîñò.

1. {(a, b) | a||b} ⊆ L(α)× L(α).

2. {(a, b) | a ⊥ b} ⊆ L(α)× L(α).
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3. {((A,B,C), (A′, B′, C ′)) | M ABC ∼M A′B′C ′} ⊆ P (α)3 × P (α)3.

Çàäà÷à 19. Êîè îò ñëåäíèòå ðåëàöèè ñà ÷àñòè÷íè íàðåäáè:

1. {(n,m) | ∃k ∈ N(m = k.n)} ⊆ N× N.

2. {(A,B) | A ∩B = B} ⊆ 2N × 2N.

3. {(x, y) | x3 − 1 ≥ y3 − 1} ⊆ R× R.

4. {(a, b) | a = b ∨ a+ 1 = b} ⊆ N× N.

Â ñëåäâàùèòå íÿêîëêî çàäà÷è, ùå ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî îò äóìè íà
àçáóêàòà {a, b}.

Îïðåäåëåíèå 2.28. Ïðàçíàòà äóìà èìà äúëæèíà 0 è ñå îçíà÷àâà ñ ε. Àêî
α å äóìà ñ äúëæèíà n, òî αa è αb ñà äóìè ñ äúëæèíà n + 1. Ìíîæåñòâîòî
íà âñè÷êè äóìè íàä àçáóêàòà {a, b} îçíà÷àâàìå ñ {a, b}∗.

Äåôèíèðàìå îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèÿ, ., íà äóìè.

Îïðåäåëåíèå 2.29. Íåêà α è β ñà äóìè íàä {a, b}. Êîíêàòåíàöèÿòà íà α
è β å äóìàòà

α.β =

 ε, àêî β = ε;
(α.β′)a, àêî β = β′a;
(α.β′)b, àêî β = β′b.

Çàäà÷à 20. Íåêà α è β ñà äóìè íàä àçáóêàòà {a, b}. Ùå êàçâàìå, ÷å α å
íà÷àëî íà β, (α ⊆ β), àêî ñúùåñòâóâà äóìà γ, òàêàâà ÷å β = α.γ. Äîêàæåòå,
÷å {(α, β) | α ⊆ β} ⊆ {a, b}∗ × {a, b}∗ å ÷àñòè÷íà íàðåäáà. Ëèíåéíà íàðåäáà
ëè å?

Çàäà÷à 21. Íåêà α è β ñà äóìè íàä àçáóêàòà {a, b}. Ùå êàçâàìå, ÷å α å
íàëÿâî îò β, (α <L β), àêî ñúùåñòâóâà äóìà γ, òàêàâà ÷å γa ⊆ α è γb ⊆ β.
Äîêàæåòå, ÷å {(α, β) | α <L β} ⊆ {a, b}∗×{a, b}∗ å ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà.
Ëèíåéíà íàðåäáà ëè å?

Çàäà÷à 22. Íåêà α è β ñà äóìè íàä àçáóêàòà {a, b}. Ùå êàçâàìå, ÷å α å
ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò β, (α 4 β), àêî α ⊆ β èëè α <L β. Äîêàæåòå,
÷å {(α, β) | α 4 β} ⊆ {a, b}∗ × {a, b}∗ å ëèíåéíà ÷àñòè÷íà íàðåäáà.

Çàäà÷à 23. Äàéòå ïðèìåð çà ÷àñòè÷íà íàðåäáà R ñ

1. äâà ìèíèìàëíè åëåìåíòà è òðè ìàêñèìàëíè åëåìåíòà.

2. äâà ìèíèìàëíè åëåìåíòà è íàé-ãîëÿì åëåìåíò.

3. åäèí ìàêñèìàëåí åëåìåíò, áåç ìèíèìàëåí åëåìåíò.
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Çàäà÷à 24. Íåêà R å ëèíåéíà ÷àñòè÷íà íàðåäáà íàä ìíîæåñòâîòî A. Íåêà
a ∈ A å ìèíèìàëåí åëåìåíò ïî îòíîøåíèå íà R. Äîêàæåòå, ÷å a å íàé-ìàëúê
åëåìåíò.

Çàäà÷à 25. Íåêà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî N∗ = N∪{∗}. ÍåêàR = {(a, b) | a =
b ∨ a = ∗} ⊆ N∗ × N∗. Äîêàæåòå, ÷å R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà è îïðåäåëåòå
ìèíèìàëíèòå, ìàêñèìàëíèòå, íàé-ìàëêèÿ è íàé-ãîëåìèÿ åëåìåíò â N∗ ïî
îòíîøåíèå íà R, àêî òàêèâà èìà.
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Ãëàâà 3

Ôóíêöèè

3.1 Äåôèíèöèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Ðåëàöèÿòà f ⊆ A×B íàðè÷à-
ìå ôóíêöèÿ îò A êúì B, àêî çà âñåêè åëåìåíò a ∈ A ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí
åëåìåíò b ∈ B, òàêúâ ÷å (a, b) ∈ f .

Çàáåëåæêà! Äåôèíèöèÿòà íà ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ âêëþ÷âà äâå èçèñêâà-
íèÿ:

1. Çà âñåêè åëåìåíò a ∈ A òðÿáâà äà èìà åëåìåíò b ∈ B òàêúâ, ÷å (a, b) ∈
f , êîåòî çàïèñàíî ôîðìàëíî èìà ñëåäíèÿ âèä:

(∀a ∈ A)(∃b ∈ B)[(a, b) ∈ f ].

Ïî äðóã íà÷èí êàçàíî äåôèíèöèîííàòà îáëàñò dom(f) = A.

2. Çà âñåêè åëåìåíò a ∈ A íÿìà äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà b1, b2 ∈ B òàêèâà,
÷å (a, b1) ∈ f è (a, b2) ∈ f , ò.å.

(∀a ∈ A)(∃b1, b2 ∈ B)[(a, b1) ∈ f & (a, b2) ∈ f → b1 = b2].

Ïðèìåð çà ôóíêöèÿ å ìíîæåñòâîòî f ⊆ N× N, äåôèíèðàíî ÷ðåç:

f = {(n,m) | m = 2n}.

Àêî f å ôóíêöèÿ è (a, b) ∈ f , åëåìåíòúò b îçíà÷àâàìå ñ f(a). Òàêà àêî
ìíîæåñòâîòî f å äåôèíèðàíî ñ ïîìîùòà çà àêñèîìà çà îòäåëÿíåòî:

f = {(a, b) ∈ A×B | b = P (a)},

êúäåòî P å ïðàâèëî, ïî êîåòî íà åëåìåíò a ∈ A ñúïîñòàâÿ íåãîâèÿò åäèíñ-
òâåí f(a) ∈ B, ùå èçïîëçâàìå êðàòúê çàïèñ:

f : A→ B f(x) = P (x).

Òóê x å ïðîìåíëèâà, êîÿòî ìîæå äà ñå çàìåñòè ñ ïðîèçâîëåí åëåìåíò îò A,
êîÿòî ùå íàðè÷àìå àðãóìåíò íà f .
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Òàêà ôóíêöèÿòà îò ãîðíèÿ ïðèìåð ìîæåì äà èçïèøåì êàòî:

f : N→ N f(x) = 2x.

Áèõìå ìîãëè äà îáîáùèì ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ ïî íÿêîëêî íà÷èíà. Ïúðâî
áèõìå ìîãëè äà ïîçâîëèì ôóíêöèÿ äà èìà ïðîèçâîëåí êðàåí àðãóìåíòè:

f : A1 ×A2 · · · ×An → B f(x1, x2, . . . xn) = P (x1, x2, . . . xn).

Òîãàâà çà âñÿêà n-òîðêà (a1, . . . an) ∈ A1 × · · · × An ñúùåñòâóâà åäèíñ-
òâåí åëåìåíò b ∈ B òàêúâ, ÷å (a1, . . . an, b) ∈ f . Åëåìåíòúò b îçíà÷àâàìå ñ
f(a1, . . . an).

Äðóãî îáîáùåíèå íà ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå êàòî îòñëàáèì èçèñ-
êâàíåòî dom(f) = A, äî dom(f) ⊆ A. Òàêèâà ðåëàöèè ñå íàðè÷àò ÷àñòè÷íè
ôóíêöèè. Íàïðèìåð ðåëàöèÿòà:

f : R→ R f(x) =
1

x2 − 3x+ 2

íå å äåôèíèðàíà ïðè x = 1 è ïðè x = 2 è å ÷àñòè÷íà ôóíêöèÿ.

3.2 Îïåðàöèè íàä ôóíêöèè

Âñÿêà ôóíêöèÿ f : A→ B å ðåëàöèÿ íàä A è B. Ñ íåÿ ñâúðçâàìå ìíîæåñòâà-
òà dom(f), range(f), îáðàòíàòà ðåëàöèÿ f−1. Çíàåì è êàêâî ïðåäñòàâëÿâà
êîìïîçèöèÿòà íà äâå ôóíêöèè. Â òîçè ïàðàãðàô ùå âèäèì êàêâè ñïåöè-
ôè÷íè ñâîéñòâà èìàò òåçè îïåðàöèè, êîãàòî ñå ïðèëàãàò êúì ñïåöèàëíèÿ
âèä ðåëàöèè: ôóíêöèè. Ùå ðàçãëåäàìå è íÿêîè îïåðàöèè ñïåöèôè÷íè çà
ôóíêöèèòå.

Ïúðâî íåêà îáúðíåì âíèìàíèå íà ôàêòà, ÷å ìàêàð è dom(f) âèíàãè å
öÿëîòî ìíîæåñòâî A, çà range(f) òàêîâà èçèñêâàíå íÿìà.

3.2.1 Îáðàç, ïúðâîîáðàç, ðåñòðèêöèÿ è çàòâàðÿíå

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íåêà f : A→ B å ôóíêöèÿ.

• Íåêà X ⊆ A. Îáðàç íà ìíîæåñòâîòî X ïîä äåéñòâèåòî íà ôóíêöèÿòà
f , íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî:

f(X) = {f(a) ∈ B | a ∈ X}.

• Íåêà Y ⊆ B. Ïúðâîîáðàç íà ìíîæåñòâîòî Y ïîä äåéñòâèåòî íà ôóí-
êöèÿòà f , íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî:

f−1(Y ) = {a ∈ A | f(a) ∈ Y }.

Íàïðèìåð, àêî ôóíêöèÿòà f : N→ N å îïðåäåëíà êàòî f(x) = 2x è èìàìå
ìíîæåñòâàòà

X = {0, 1, 2, 3, 4, 5}
Y = {0, 1, 2, 3, 4, 5},
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òîãàâà:

f(X) = {0, 2, 4, 6, 8, 10},
f−1(Y ) = {0, 1, 2}.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Íåêà f : A → B å ôóíêöèÿ. Íåêà X ⊆ A. Ðåñòðèêöèÿ
íà f äî ìíîæåñòâîòî X, íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî:

f � X = f ∩X ×B.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåñòðèêöèÿòà íà ôóíêöèÿ äî ìíîæåñòâî, ñúùî å
ôóíêöèÿ. Íàïðèìåð ðåñòðèêöèÿòà íà ôóíêöèÿòà f îò ïðåäèøíèÿ ïðèìåð äî
ìíîæåñòâîòî {0, 1, 2, 3} ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ãðàôè÷íî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

0 1 2 3 4 5 6

Êîãàòî ðàçãëåæäàõìå ðàçëè÷íè ìåòîäè çà çàäàâàíå íà ìíîæåñòâî â ïúð-
âà ãëàâà, åäíà îò âúçìîæíîñòèòå áåøå äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâî ïî èíäóê-
öèÿ îò áàçîâî ìíîæåñòâî ñ ïîìîùòà íà íÿêàêâè ïðàâèëî. Ñåãà âå÷å ìîæåì
äà îïèøåì òîçè ìåòîä ñ ïî ãîëÿìà ïðåöèçíîñò.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íåêà f : A→ A å ôóíêöèÿ, à A0 ⊆ A å áàçîâî ìíîæåñ-
òâî. Íåêà çà âñÿêî n ≥ 0, An+1 = An∪ f(An). Çàòâàðÿíå íà ìíîæåñòâîòî A0

ïî îòíîøåíèå íà ôóíêöèÿòà f íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî:

f [A0] =
⋃
n∈N

An.

Òâúðäåíèå 3.5. Íåêà f : A→ A å ôóíêöèÿ, à A0 ⊆ A å áàçîâî ìíîæåñòâî.
f [A0] å íàé-ìàëêîòî ìíîæåñòâî ïî îòíîøåíèå íà ðåëàöèÿòà ⊆, êîåòî ñúäúð-
æà A0 è e çàòâîðåíî ïî îòíîøåíèå íà f : àêî a ∈ f [A0], òî è f(a) ∈ f [A0].

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæòå äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 1.25.
Íàïðèìåð, àêî f å êàêòî â ïðåäíèÿ ïðèìåð (f(x) = 2x), çàòâàðÿíåòî íà

ìíîæåñòâîòî {0} ïî îòíîøåíèå íà f e f [{0}] = {0}. Íî çàòâàðÿíåòî íà {1}
å f [{1}] = {1, 2, 4, 8, . . . } = {2n | n ∈ N}.

3.2.2 Êîìïîçèöèÿ íà ôóíêöèè

Äåôèíèöèÿòà çà êîìïîçèöèÿ íà äâå ôóíêöèè f : A→ B è g : B → C âå÷å íè
å ïîçíàòà îò ïðåäèøíàòà ãëàâà. Òîâà å ðåëàöèÿ f ◦g íàä A è C, äåôèíèðàíà
÷ðåç:

f ◦ g = {(a, c) | ∃b ∈ B((a, b) ∈ f & (b, c) ∈ g)}.

Îïåðàöèÿòà êîìïîçèöèÿ ïðèëîæåíà êúì ôóíêöèè âèíàãè äàâà ôóíêöèÿ.

Òâúðäåíèå 3.6. Íåêà f : A → B è g : B → C ñà ôóíêöèè. Òîãàâà f ◦ g
ñúùî å ôóíêöèÿ.
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Äîêàçàòåëñòâî.

Íåêà a ∈ A. Òîãàâà ïîíåæå f å ôóíêöèÿ, èìà åëåìåíò b ∈ B òàêúâ, ÷å
(a, b) ∈ f . Îò äðóãà ñòðàíà ïîíåæå g å ôóíêöèÿ, èìà åëåìåíò c ∈ C òàêúâ,
÷å (b, c) ∈ g. Òàêà (a, c) ∈ f ◦ g è ñëåäîâàòåëíî dom(f ◦ g) = A.

Íåêà äîïóñíåì , ÷å (a, c1) è (a, c2) ñà åëåìåíòè íà f ◦ g. Òîãàâà ñúãëàñíî
äåôèíèöèÿòà íà îïåðàöèÿ êîìïîçèöèÿ èìà åëåìåíòè b1, b2 ∈ B òàêèâà, ÷å
((a, b1) ∈ f & (b1, c1) ∈ g) è ((a, b2) ∈ f & (b2, c2) ∈ g). Íî f å ôóíêöèÿ,
ñëåäîâàòåëíî b1 = b2 = b. Ñåãà (b, c1) ∈ g è (b, c2) ∈ g, íî g ñúùî å ôóíêöèÿ,
ñëåäîâàòåëíî c1 = c2.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ëåñåí íà÷èí äà ïîëó÷èì ïðàâèëî çà f ◦ g îò ïðàâèëà
çà f è g: f ◦ g(x) = g(f(x)).

Îïåðàöèÿòà êîìïîçèöèÿ ìîæå äà ñå îáîáùè, êîãàòî ðàçãëåæäàìå ôóíê-
öèè íà ïîâå÷å àðãóìåíòè.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Íåêà A å ìíîæåñòâî, n, k ∈ N. Íåêà g : An → A è
f1 . . . fn : Ak → A ñà ôóíêöèè. Òîãàâà ôóíêöèÿòà h : Ak → A, äåôèíèðàíà
÷ðåç

h(a1, . . . ak) = g(f1(a1 . . . ak), . . . fn(a1 . . . ak)),

íàðè÷àìå ñóïåðïîçèöèÿ íà g ñ f1, . . . fn.

Çàáåëåæåòå, ÷å ïðè n = k = 1 ïîëó÷àâàìå òî÷íî äåôèíèöèÿòà çà êîìïî-
çèöèÿòà f ◦ g.

3.2.3 Èíåêöèÿ, ñþðåêöèÿ, áèåêöèÿ

Çà ðàçëèêà îò îïåðàöèÿòà êîìïîçèöèÿ íà ôóíêöèè, êîÿòî âèíàãè äàâà ôóí-
êöèÿ, îáðàòíàòà ðåëàöèÿ íà ôóíêöèÿ íå âèíàãè å ôóíêöèÿ. Íåêà f : A→ B
å ôóíêöèÿ. Êàêâè ñâîéñòâà òðÿáâà äà èìà f çà äà áúäå ðåëàöèÿòà f−1 =
{(b, a) | (a, b) ∈ f} ôóíêöèÿ îò B êúì A? Ïúðâîòî èçèñêâàíå å, çà âñåêè
åëåìåíò b ∈ B äà èìà åëåìåíò a ∈ A òàêúâ, ÷å (b, a) ∈ f−1, à ñëåäîâàòåëíî
(a, b) ∈ f .

Îïðåäåëåíèå 3.8. Íåêà f : A→ B å ôóíêöèÿ. f å ñþðåêöèÿ àêî:

∀b ∈ B∃a ∈ A((a, b) ∈ f).

Äðóãî íàèìåíîâàíèå çà ñþðåêöèÿ å �âúðõó�, à åêâèâàëåíòåí íà÷èí äà
ôîðìóëèðàìå óñëîâèåòî çà ñþðåêöèÿ å range(f) = B. Êîìïîçèöèÿ íà ñþ-
ðåêöèè å ñþðåêöèÿ.

Òâúðäåíèå 3.9. Íåêà f : A → B è g : B → C ñà ñþðåêöèè. Òîãàâà f ◦ g
ñúùî å ñþðåêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà c ∈ C. Òðÿáâà äà íàìåðèì åëåìåíò a ∈ A òàêúâ,
÷å f ◦ g(a) = c. g å ñþðåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî èìà åëåìåíò b ∈ B òàêúâ, ÷å
g(b) = c. Ñåãà b ∈ B è f å ñþðåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî èìà åëåìåíò a ∈ A òàêúâ,
÷å f(a) = b. Òîãàâà f ◦ g(a) = g(f(a)) = g(b) = c.

Ôóíêöèÿòà íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà f(x) = 2x, íå å ñþðåêöèÿ, çàùîòî
íàïðèìåð çà b = 1 íå ñúùåñòâóâà a ∈ N, òàêîâà, ÷å 2a = 1.

Ïðèìåð çà ñþðåêöèÿ å ôóíêöèÿòà g : N → N äåôèíèðàíà ÷ðåç g(x) =
íàé-ãîëÿìîòî n òàêîâà, ÷å 2n äåëè x. Íàèñòèíà çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî
n g(2n) = n, ñëåäîâàòåëíî g å ñþðåêöèÿ. Âúïðåêè òîâà îáðàòíàòà ðåëàöèÿ
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g−1 îòíîâî íå å ôóíêöèÿ. Ïðè÷èíàòà å, ïðè ôèêñèðàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n
èìà ìíîãî ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà m òàêèâà, ÷å (n,m) ∈ g. Íàïðèìåð
g(12) = g(20) = g(28) = 2. Òàêà äîñòèãàìå äî âòîðî èçèñêâàíå, êîåòî òðÿáâà
äà íàëîæèì êúì åäíà ôóíêöèÿ, çà äà áúäå íåéíàòà îáðàòíà ðåëàöèÿ ñúùî
ôóíêöèÿ: íà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè, ôóíêöèÿòà òðÿáâà äà ñúïîñòàâÿ ðàçëè÷íè
ñòîéíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Íåêà f : A→ B å ôóíêöèÿ. f å èíåêöèÿ àêî:

∀a1, a2 ∈ A(a1 6= a2 → f(a1) 6= f(a2)).

Òâúðäåíèå 3.11. Íåêà f : A → B è g : B → C ñà èíåêöèè. Òîãàâà f ◦ g
ñúùî å èíåêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà a1 6= a2 ñà åëåìåíòè íà A. Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å
f ◦g(a1) = g(f(a1)) 6= g(f(a2)) = f ◦g(a2). f å èíåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî f(a1) 6=
f(a2). Ñåãà f(a1) è f(a2) ñà äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòè îò ìíîæåñòâîòî B è g å
èíåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî g(f(a1)) 6= g(f(a2)).

Îïðåäåëåíèå 3.12. Íåêà f : A → B å ôóíêöèÿ. f å áèåêöèÿ, àêî f å
èíåêöèÿ è f å ñþðåêöèÿ.

Ñëåäñòâèå 3.13. Íåêà f : A → B å ôóíêöèÿ. Ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâè-
âàëåíòíè:

1. f å áèåêöèÿ.

2. f−1 å ôóíêöèÿ.

3. f−1 å áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Ìåòîäúò, ïî êîéòî âúâåäîõìå ïîíÿòèÿòà èíåêöèÿ è ñþðåê-
öèÿ, áåøå òî÷íî äà ðàçãëåäàìå íåîáõîäèìèòå è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà òîâà
f−1 äà å ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî (1)⇔ (2). Îáðàòíàòà ðåëàöèÿ íà f−1 e f .
Òúé êàòî f e ôóíêöèÿ, f−1 å áèåêöèÿ è (2)⇔ (3).

Ñëåäñòâèå 3.14. Íåêà f : A → B è g : B → C ñà áèåêöèè. Òîãàâà f ◦ g
ñúùî å áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà å äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò Òâúðäåíèå 3.9 è Òâúðäåíèå
3.11.

3.3 Íÿêîè ïî-âàæíè ôóíêöèè

3.3.1 Èäåíòèòåò

Íåêà A å ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿòà idA : A → A, idA(a) = a, íàðè÷àìå èäåí-
òèòåò íàä ìíîæåñòâîòî A.

Èäåíòèòåòúò âèíàãè å áèåêöèÿ è id−1A = idA. Èäåíòèòåòúò å åäèíñòâåíàòà
ðåëàöèÿ íàä ìíîæåñòâîòî A, êîÿòî å åäíîâðåìåííî ôóíêöèÿ, ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò è ÷àñòè÷íà íàðåäáà.

Àêî f : A→ B å ôóíêöèÿ, òî idA ◦ f = f ◦ idB .
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3.3.2 Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ

Íåêà U å ìíîæåñòâî. Ñ âñÿêî ïîäìíîæåñòâî A ⊆ U ñâúðçâàìå ïî åäíà
ôóíêöèÿ χA : U → {0, 1}, äåôèíèðàíà ÷ðåç ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

χA(x) =

{
1, àêî x ∈ A;
0, àêî x /∈ A.

Õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâî êîäèðà èíôîðìàöèÿòà, çàòî-
âà êîè åëåìåíòè îò U ìó ïðèíàäëåæàò è êîè íå. Âñúùíîñò òîâà äåôèíèðà
âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå (èëè áèåêöèÿ) ìåæäó ïîäìíîæåñòâàòà íà
U è ôóíêöèèòå f : U → {0, 1}. Íåêà ñ FU îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
ôóíêöèè f : U → {0, 1}. Òîãàâà:

Òâúðäåíèå 3.15. Ôóíêöèÿòà F : 2U → FU , äåôèíèðàíà ÷ðåç:

F (A) = χA

å áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïîêàæåì, ÷å F å ñþðåêöèÿ è èíåêöèÿ. Íåêà f ∈ FU .
Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî A = f−1({1}). Òâúðäèì, ÷å õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ôóíêöèÿ íà A å òî÷íî f . Çà äà ïðîâåðèì äàëè äâåòå ôóíêöèè ñà ðàâíè,
òðÿáâà äà âèäèì ÷å ñà âñåêè âúçìîæåí àðãóìåíò x ∈ U , χA(x) = f(x). Íåêà
x ∈ U . Èìàìå äâå âúçìîæíîñòè: χA(x) = 1 è χA(x) = 0.

χA(x) = 1⇒ x ∈ A⇒ x ∈ f−1({1})⇒ f(x) = 1.

Îò äðóãà ñòðàíà:

χA(x) = 0⇒ x /∈ A⇒ x /∈ f−1({1})⇒ f(x) 6= 1⇒ f(x) = 0.

Òàêà χA = f è ñëåäîâàòåëíî F (A) = f .
Íåêà ñåãà A1 è A2 ñà äâå ðàçëè÷íè ïîäìíîæåñòâà íà U . Òðÿáâà äà ïîêà-

æåì, ÷å òåõíèòå õàðàêòåðèñòè÷íè ôóíêöèè ñà ðàçëè÷íè, ò.å. ïîíå çà åäèí
àðãóìåíò x ∈ U , χA1(x) 6= χA2(x). Ùîì A1 6= A2, òî èìà åëåìåíò x ∈ U òà-
êúâ, ÷å èëè x ∈ A1\A2, èëè x ∈ A2\A1. Òúé êàòî äâàòà ñëó÷àÿ ñà ñèìåòðè÷-
íè è äîêàçàòåëñòâîòî â åäèíèÿ ñëó÷àé ñå ïîëó÷àâà áóêâàëíî êàòî ðàçìåíèì
èíäåêñèòå 1 è 2 â äîêàçàòåëñòâîòî íà äðóãèÿ ñëó÷àé, áåç îãðàíè÷åíè íà îáù-
íîñòòà ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å å íàëèöå ïúðâèÿ ñëó÷àé: x ∈ A1 \A2. Íî
òîãàâà χA1

(x) = 1, a χA2
(x) = 0 è ñëåäîâàòåëíî F (A1) = χA1

6= χA2
= F (A2).

Òàêà F å èíåêöèÿ.

3.3.3 Ôàìèëèè îò ìíîæåñòâà, ðåäèöè îò ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ íè ïîçâîëÿâà äà óòî÷íèì îùå äâå ïîíÿòèÿ.
Âå÷å ðàçãëåäàõìå ïîíÿòèåòî ôàìèëèÿ îò ìíîæåñòâà, èíäåêñèðàíà ñ íÿ-

êàêâî èíäåêñíî ìíîæåñòâî I. Òàì êàçàõìå, ÷å íà âñåêè èíäåêñ i å ñúïîñòà-
âåíî ìíîæåñòâî Ai. Ñåãà ìîæåì äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî ïî òî÷íî:

Íåêà I å íåïðàçíî ìíîæåñòâî, à A å ìíîæåñòâî îò ìíîæåñòâà. Íåêà
f : I → A å ôóíêöèÿ. Òîãàâà ñ âñÿêî i ∈ I ñìå ñâúðçàëè ìíîæåñòâîòî
Ai = f(i). Ôàìèëèÿòà èíäåêñèðàíà ñ I å ïðîñòî {f(i) | i ∈ I} = range(f).

Àíàëîãè÷íî ðàçñúæäåíèå ìîæå äà ñå ïðîâåäå çà ïîíÿòèåòî ðåäèöà îò
åëåìåíòè {ai}i∈N. Êîãàòî äåôèíèðàìå ðåäèöà îò åëåìåíòè, âñúùíîñò äåôè-
íèðàìå ôóíêöèÿ f : N→ A, è ai = f(i).
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3.4 Ìîùíîñò íà ìíîæåñòâî

Êîãàòî ðàçãëåæäàìå êðàéíè ìíîæåñòâà åäíà îò îñíîâíèòå õàðàêòåðèñòèêè
íà åäíî êðàéíî ìíîæåñòâî A å áðîÿò íà íåãîâèòå åëåìåíòè |A|.

Ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèè ëåñíî ìîæåì äà ñðàâíÿâàìå áðîé åëåìåíòè íà
êðàéíè ìíîæåñòâà. Áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâî A å ïî-ìàëúê èëè
ðàâåí íà áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâî B òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãà-
òî ñúùåñòâóâà èíåêöèÿ f : A → B. Òîçè ïðèíöèï ñå íàðè÷à ïðèíöèï íà
Äèðèõëå è å èçâåñòåí îùå êàòî ïðèíöèï íà ÷åêìåäæåòàòà: Àêî òðÿáâà äà
ïðèáåðåì n ïðåäìåòà â m ÷åêìåäæåòà (äà ïîñòðîèì ôóíêöèÿ, êîÿòî íà âñå-
êè ïðåäìåò ñúïîñòàâÿ ÷åêìåäæå, â êîåòî äà áúäå ïðèáðàí) è n > m, òî ïîíå
â åäíî ÷åêìåäæå, ùå òðÿáâà äà ïðèáåðåì ïîíå äâà ïðåäìåòà (íÿìà êàê òàçè
ôóíêöèÿ äà å èíåêöèÿ).

Òâúðäåíèå 3.16 (Ïðèíöèï íà Äèðèõëå). Íåêà A è B ñà êðàéíè ìíîæåñòâà.
|A| ≤ |B| òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà èíåêöèÿ f : A→ B.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A = {a1 . . . an} è B = {b1 . . . bm}. Àêî n ≤ m, òî
ôóíêöèÿòà f : A→ B, äåôèíèðàíà ÷ðåç: f(ai) = bi çà 1 ≤ i ≤ n å èíåêöèÿ.

Íåêà ñåãà f : A→ B å èíåêöèÿ. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî {f(a1), . . . f(an)} =
range(f). Òúé êàòî f å èíåêöèÿ, çà i 6= j, f(ai) 6= f(aj). Òàêà |rangef | = n.
Òúé êàòî rangef ⊆ B, B ñúäúðæà ïîíå n íà áðîé åëåìåíòà è |B| ≥ n.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òîçè ïðèíöèï ïîëó÷àâàìå ïðèíöèï çà áèåêöèÿòà:

Òåîðåìà 3.17 (Ïðèíöèï çà áèåêöèÿòà). Íåêà A è B ñà êðàéíè ìíîæåñòâà.
|A| = |B| òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ f : A→ B.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A = {a1 . . . an} è B = {b1 . . . bn}.
Ôóíêöèÿòà f : A → B, äåôèíèðàíà ÷ðåç: f(ai) = bi çà 1 ≤ i ≤ n å

áèåêöèÿ.
Íåêà ñåãà f : A → B å áèåêöèÿ. Òîãàâà f è èíåêöèÿ è ñúãëàñíî ïðèí-

öèïà íà Äèðèõëå |A| ≤ |B|. Ôóíêöèÿòà f−1 : B → A ñúùî å èíåêöèÿ è
ñëåäîâàòåëíî |B| ≤ |A|. Òàêà |A| = |B|.

Êîãàòî ãîâîðèì çà áåçêðàéíè ìíîæåñòâà, ïîíÿòèåòî áðîé åëåìåíòè âå-
÷å íÿìà ÿñåí ñìèñúë. Âñå ïàê èíòóèòèâíî áèõìå ìîãëè äà ñ÷èòàìå, ÷å äâå
ìíîæåñòâà A è B èìàò åäíàêâî êîëè÷åñòâî åëåìåíòè, àêî ñúùåñòâóâà åäíîç-
íà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó òåõíèòå åëåìåíòè, ò.å. àêî ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ
ìåæäó òÿõ.

Îïðåäåëåíèå 3.18. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Ùå êàçâàìå, ÷å A å ðàâíî-
ìîùíî ñ B, A ∼ B, àêî ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ f : A→ B.

Íåêà îãðàíè÷èì ðàçãëåæäàíèÿòà ñè äî ñâÿò, êîéòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè
ïîäìíîæåñòâà íà íÿêàêâî ôèêñèðàíî ìíîæåñòâî U . Òîãàâà ðåëàöèÿòà A å
ðàâíîìîùíî íà B å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò íàä ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
ïîäìíîæåñòâà íà U .

Òâúðäåíèå 3.19. Íåêà U å ìíîæåñòâî. R = {(A,B) | A ∼ B} å ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò íàä 2U .

Äîêàçàòåëñòâî. Âñÿêî ìíîæåñòâî A å ðàâíîìîùíî íà ñåáå ñè, çàùîòî idA :
A→ A å áèåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî ðåëàöèÿòà å ðåôëåêñèâíà.
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Íåêà A ∼ B è íåêà f : A→ B å áèåêöèÿ. Òîãàâà f−1 : B → A å áèåêöèÿ.
Ñëåäîâàòåëíî B ∼ A è ðåëàöèÿòà å ñèìåòðè÷íà.

Íåêà A ∼ B è B ∼ C è íåêà f : A → B è g : B → C ñà áèåêöèè. Òîãàâà
f ◦ g : A→ C ñúùî å áèåêöèÿ. Òàêà A ∼ C è ðåëàöèÿòà å òðàíçèòèâíà.

Ìíîæåñòâà, êîèòî ñà êðàéíè èëè ðàâíîìîùíè ñ N íàðè÷àìå èçáðîèìè
ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð çà èçáðîèìî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî å 2N, çàùîòî ôóíêöèÿòà f :
N → 2N, äåôèíèðàíà ÷ðåç f(n) = 2n å áèåêöèÿ. Çà äà ïîêàæåì, ÷å åäíî
áåçêðàéíî ìíîæåñòâî å èçáðîèìî, äîñòàòú÷íî å äà ïîäðåäèì åëåìåíòèòå
ìó â ðåäèöà áåç ïîâòîðåíèÿ. Íàèñòèíà âå÷å âèäÿõìå, ÷å äåôèíèöèÿòà íà
ðåäèöà a0, a1, . . . an, . . . ñ åëåìåíòè îò ìíîæåñòâî A îçíà÷àâà, ÷å äåôèíèðàìå
ôóíêöèÿ f : N → A, êàòî f(i) = ai. Çà äà áúäå òàçè ôóíêöèÿ áèåêöèÿ,
òðÿáâà äîïúëíèòåëíî çà ðàçëè÷íè èíäåêñè äà èìàìå ðàçëè÷íè åëåìåíòè
(i 6= j → ai 6= aj) è âñåêè åëåìåíò îò A äà ñå ïîÿâè íÿêúäå â ðåäèöàòà
(∀a ∈ A∃i(a = ai). Òàêà íàïðèìåð ìîæåì äà ïîêàæåì, ÷å ìíîæåñòâîòî îò
öåëèòå ÷èñëà å èçáðîèìî, çàùîòî ìîæåì äà ïîäðåäèì åëåìåíòèòå ìó òàêà:

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3 . . . n,−n, . . .

Ìàëêî ïî-òðóäíî å äà ñå óáåäèì, ÷å N× N ñúùî å èçáðîèìî ìíîæåñòâî.
Åëåìåíòèòå íà N× N ìîãàò äà ñå ïîäðåäÿò â áåçêðàéíà òàáëèöà:

(0, 0) (0, 1) (0, 2) . . . (0, n) . . .
(1, 0) (1, 1) (1, 2) . . . (1, n) . . .
(2, 0) (2, 1) (2, 2) . . . (2, n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n, 0) (n, 1) (n, 2) . . . (n, n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


Òâúðäåíèå 3.20. Ìíîæåñòâîòî N× N å èçáðîèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äðóãà áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîòî N × N è N å ñëåäíàòà
ôóíêöèÿ:

π(x, y) = 2x(2y + 1)− 1.

Çà äà äîêàæåì, ÷å òîâà å áèåêöèÿ ùå ñå âúçïîëçâàìå îò îñíîâíàòà òåî-
ðåìà íà àðèòìåòèêàòà, êîÿòî ãëàñè, ÷å:

Òåîðåìà 3.21 (Îñíîâíà òåîðåìà íà àðèòìåòèêàòà). Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî
n ≥ 2 ñå ïðåäñòàâÿ ïî åäèíñòâåí íà÷èí ñ òî÷íîñò äî ðåäà íà ìíîæèòåëèòå
êàòî ïðîèçâåäåíèå îò ïðîñòè ìíîæèòåëè.

Íåêà (x1, y1) 6= (x2, y2) ñà äâå ðàçëè÷íè äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà. Àêî
x1 6= x2, òî 2x1 6= 2x2 è ñúãëàñíî îñíîâíàòà òåîðåìà íà àðèòìåòèêàòà, òúé
êàòî 2y1 + 1 è 2y2 + 1 ñà ÷èñëà â ÷èåòî ïðåäñòàâÿíå êàòî ïðîèçâåäåíèå íà
ïðîñòè ìíîæèòåëè íå ó÷àñòâà 2, òðÿáâà 2x1(2y1 +1) 6= 2x2(2y2 +1). Àêî x1 =
x2 òî y1 6= y2 è îòíîâî 2x1(2y1 + 1) 6= 2x2(2y2 + 1). Òàêà π(x1, y1) 6= π(x2, y2)
è ñëåäîâàòåëíî π èíåêöèÿ.

Íåêà ñåãà n å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Àêî n = 0, òî π(0, 0) = 0.
Íåêà ñåãà n ≥ 1, òîãàâà n + 1 ≥ 2 è n + 1 ñå ïðåäñòàâÿ ïî åäèíñòâåí íà÷èí
êàòî ïðîèçâåäåíèå 2x.z, êúäåòî x ≥ 0, a z å ïðîèçâåäåíèå îò ïðîñòè ÷èñëà,
ðàçëè÷íè îò 2. Òàêà z å íå÷åòíî ÷èñëî è ñëåäîâàòåëíî z = 2y + 1. Ñåãà
π(x, y) = n.
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Ñúùåñòâóâàíåòî íà áèåêöèÿ f : A → B ñå äîêàçâà òðóäíî. Â ìíîãî
ñëó÷àè ïî-ëåñíî å äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå èíåêöèè g1 : A → B
è g2 : B → A. Àêî A è B ñà êðàéíè ìíîæåñòâà, òîâà å ðàâíîñèëíî íà
ñúùåñòâóâàíåòî íà áèåêöèÿ ìåæäó äâåòå ìíîæåñòâà. Íàèñòèíà îò ïðèíöèïà
íà Äèðèõëå è ñúùåñòâóâàíåòî íà äâå èíåêöèè ïîëó÷àâàìå, ÷å |A| = |B|, à îò
ïðèíöèïà íà áèåêöèÿòà, ÷å èìà áèåêöèÿ ìåæäó òÿõ. Òàçè åêâèâàëåíòíîñò
å îáîáùåíà çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà â ñëåäâàùàòà òåîðåìà, èçâåñòíà êàòî
òåîðåìà íà Êàíòîð-Øðüîäåð-Áåðíùàéí.

Òåîðåìà 3.22 (Êàíòîð-Øðüîäåð-Áåðíùàéí). Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà.
A ∼ B òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò èíåêöèè f : A → B è
g : B → A.

Äîêàçàòåëñòâî. Åäíàòà ïîñîêà íà òàçè òåîðåìà å ëåñíà: àêî A ∼ B , íåêà
f : A → B å áèåêöèÿ (ñëåäîâàòåëíî èíåêöèÿ), òîãàâà g = f−1 å âòîðàòà
òúðñåíà èíåêöèÿ. Çàòîâà íåêà f : A → B è g : B → A ñà èíåêöèè. Ùå
ïîñòðîèì áèåêöèÿ h : A→ B.

Ñ èíäóêöèÿ ïî n äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà Cn. Íåêà
C0 = A \ g(B). Çà âñÿêî n ≥ 0, Cn+1 = g(f(Cn)). Íåêà C =

⋃
n∈N Cn.

Ñåãà çà âñÿêî a ∈ A, äåôèíèðàìå h(a) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Àêî a ∈ C, òî h(a) = f(a).

• Àêî a /∈ C, òî â ÷àñòíîñò a /∈ C0. Ñëåäîâàòåëíî a ∈ g(B) è ïîíåæå g
å èíåêöèÿ, ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí åëåìåíò b ∈ B, òàêúâ ÷å g(b) = a.
Íåêà h(a) = b.

Òàêà ôóíêöèÿòà h å äåôèíèðàíà çà âñÿêî a ∈ A. Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å
h e èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ.

Íåêà a1 6= a2. Àêî a1, a2 ∈ C òî h(a1) 6= h(a2) ñëåäâà îò èíåêòèâíîñò-
òà íà f . Àêî a1, a2 /∈ C, òî h(a1) 6= h(a2) ñëåäâà îò òîâà, ÷å g å ôóíêöèÿ.
Îñòàâà âúçìîæíîñòòà åäèíèÿò åëåìåíò äà å îò C à äðóãèÿò îò A \ C. Áåç
îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å a1 ∈ C è a2 /∈ C. Äà äîïóñ-
íåì, ÷å h(a1) = h(a2), òîãàâà g(f(a1)) = a2. Òúé êàòî a1 ∈ C =

⋃
n∈N Cn,

ñúùåñòâóâà n òàêîâà, ÷å a1 ∈ Cn, íî òîãàâà a2 = g(f(a1)) ∈ Cn+1 ⊆ C, êîåòî
ïðîòèâîðå÷è íà a2 /∈ C. Òàêà h å èíåêòèâíà ôóíêöèÿ.

Íåêà ñåãà b ∈ B. Àêî g(b) /∈ C òî ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà h, h(g(b)) = b.
Àêî g(b) ∈ C, òî ñúùåñòâóâà n òàêîâà, ÷å g(b) ∈ Cn. Ïðè òîâà g(b) /∈ C0 =
A \ g(B), çíà÷è n ≥ 1 è g(b) ∈ g(f(Cn−1)). Òàêà g(b) = g(z) çà íÿêîå z ∈
f(Cn−1). Íî g å èíåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî b = z. Â êðàéíà ñìåòêà b ∈ f(Cn−1),
ñëåäîâàòåëíî b = f(a), çà íÿêîå a ∈ Cn−1 ⊆ C. Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà
h, h(a) = b. Òàêà h å ñþðåêöèÿ è ñëåäîâàòåëíî áèåêöèÿ.

Êàòî èçïîëçâàìå òàçè òåîðåìà ùå ïîêàæåì íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî
óñëîâèå çà èçáðîèìîñò íà ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå 3.23 (Êðèòåðèé çà èçáðîèìîñò). Íåêà å ìíîæåñòâî. A e èçá-
ðîèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà èíåêöèÿ f : A→ N.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà A å èçáðîèìî. Àêî A = {a1, . . . an} å êðàéíî, òî ôóí-
êöèÿòà f : A→ N, äåôèíèðàíà ÷ðåç f(ai) = i å èíåêöèÿ. Àêî A å áåçêðàéíî
òî ïî äåôèíèöèÿ èìà áèåêöèÿ f : A→ N. Òàêà óñëîâèåòî å íåîáõîäèìî.

41



Íåêà f : A→ N å èíåêöèÿ. Àêî A å êðàéíî - òî A å èçáðîèìî. Íåêà A å
áåçêðàéíî. Ùå äåôèíèðàìå èíåêöèÿ g : N→ A. Òîãàâà ñúãëàñíî òåîðåìàòà
íà Êàíòîð-Øðüîäåð-Áåðíùàéí, A ∼ N è A å èçáðîèìî.

Ùå äåôèíèðàìå g(n) íà ñòúïêè.

• n = 0: Ïîíåæå A íå å êðàéíî, A 6= ∅ è ñëåäîâàòåëíî èìà ïîíå åäèí
åëåìåíò. Íåêà g(0) å ïðîèçâîëåí åëåìåíò a ∈ A.

• n→ n+ 1. Íåêà ñìå äåôèíèðàëè {g(0), . . . g(n)}. Ïîíåæå A íå å êðàé-
íî A * {g(0), . . . g(n)}. Íåêà g(n + 1) å ïðîèçâîëåí åëåìåíò a ∈ A \
{g(0), . . . g(n)}.

Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å óñëîâèåòî å äîñòàòú÷íî.

Òåîðåìà 3.24. Èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà èçáðîèìè ìíîæåñòâà å èçáðîèìî
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà I å èçáðîèìî ìíîæåñòâî è íåêà {Ai}i∈I å ôàìèëèÿ
îò ìíîæåñòâà èíäåêñèðàíà ñ I, òàêàâà, ÷å çà âñÿêî i ∈ I, Ai å èçáðîèìî. Ùå
ïîêàæåì, ÷å

⋃
i∈I Ai å èçáðîèìî ìíîæåñòâî.

Ñúãëàñíî êðèòåðèÿ çà èçáðîèìîñò èìà èíåêöèÿ f : I → N è çà âñÿêî
i ∈ I èíåêöèÿ gi : Ai → N. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà h :

⋃
i∈I Ai → N × N,

äåôèíèðàíà òàêà:
Çà âñÿêî a ∈

⋃
i∈I Ai íåêà ia å èíäåêñúò ñ íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà f(ia)

èçìåæäó âñè÷êè {j ∈ I | a ∈ Aj}. Òîãàâà h(a) = (f(ia), gia(a)). Òàêà äåôè-
íèðàíàòà ôóíêöèÿ h å èíåêöèÿ çàùîòî, àêî a 6= b ñà äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà
îò
⋃
i∈I Ai, òî èëè ia 6= ib è ñëåäîâàòåëíî f(ia) 6= f(ib), èëè ia = ib = i è

òîãàâà gi(a) 6= gi(b).
Îêîí÷àòåëíî ôóíêöèÿòà h◦π, êúäåòî π : N×N→ N å áèåêöèÿòà äåôèíè-

ðàíà â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 3.20 å òúðñåíàòà èíåêöèÿ îò
⋃
i∈I Ai

â N.
Íå âñè÷êè ìíîæåñòâà ñà èçáðîèìè. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîäìíîæåñ-

òâà íà N íàïðèìåð å íåèçáðîèìî. Ìåòîäúò çà äîêàçàòåëñòâî íà òîâà òâúð-
äåíèå å èçâåñòåí êàòî äèàãîíàëåí ìåòîä íà Êàíòîð.

Òåîðåìà 3.25. Ìíîæåñòâîòî 2N å íåèçáðîèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. 2N íå å êðàéíî ìíîæåñòâî íàïðèìåð, çàùîòî çà âñÿêî n ∈ N
ñúäúðæà åëåìåíòúò {n}. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ f : N → 2N.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà N ìîãàò äà áúäàò ïîäðåäåíè â
ðåäèöà: A0 = f(0), A1 = f(1) . . . An = f(n), . . . . Êàòî èçïîëçâàìå õàðàêòå-
ðèñòè÷íèòå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâàòà Ai, äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà òàáëèöà:

χA0
(0) χA0

(1) χA0
(2) . . . χA0

(n) . . .
χA1

(0) χA1
(1) χA1

(2) . . . χA1
(n) . . .

χA2(0) χA2(1) χA2(2) . . . χA2(n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

χAn
(0) χAn

(1) χAn
(2) . . . χAn

(n) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


Íàïîìíÿìå, ÷å õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâî A ñå äåôèíè-

ðà êàòî:

χA(x) =

{
1, àêî x ∈ A;
0, àêî x /∈ A.
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Òàêà òàáëèöàòà ñúäúðæà ïúëíà èíôîðìàöèÿ çà âñè÷êè ìíîæåñòâà îò åñòåñ-
òâåíè ÷èñëà. Ùå äîñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå êàòî ïîñî÷èì ìíîæåñòâî îò
åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîÿòî íå áè ìîãëî äà ôèãóðèðà â òàçè òàáëèöà. Âçèìàìå
ãëàâíèÿ äèàãîíàë íà òàçè òàáëèöà. Òîé ñúäúðæà èíôîðìàöèÿ çà ïî åäíà
ñòîéíîñò íà âñÿêà îò ïîñî÷åíèòå õàðàêòåðèñòè÷íè ôóíêöèè:

χA0(0), χA1(1), χA2(2), . . . , χAn(n), . . .

Àêî äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà d : N→ {0, 1} êàòî: d(i) = 1−χAi(i), òî d ùå
å ôóíêöèÿ, ðàçëè÷íà îò âñè÷êè õàðàêòåðèñòè÷íè ôóíêöèè â òàáëèöàòà. Òî-
ãàâà D = {i | d(i) = 1} å ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñ õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöèÿ χD = d, êîåòî ñå ðàçëè÷àâà îò âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà A0, . . . An, . . . .
Íî òîâà ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî, ÷å ðåäèöàòà {A0, A1, A2, . . . An, . . . }
ñúäúðæà âñè÷êè åëåìåíòè îò 2N.

Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ãðåøíî è 2N å íåèçáðîèìî.
Ãîðíîòî òâúðäåíèå ìîæå äà ñå îáîáùè çà ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Äîêà-

çàòåëñòâîòî ìàêàð è êðàòêî ñêðèâà èíòóèöèÿòà, êîÿòî ïîëó÷àâàìå îò äîêà-
çàòåëñòâîòî íà ïðåäèøíàòà òåîðåìà, çàòîâà ïðåäïî÷åòîõìå äà èçëîæèì è
äâåòå äîêàçàòåëñòâà.

Òåîðåìà 3.26. Íåêà A å ìíîæåñòâî. Òîãàâà 2A � A.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å èìà áèåêöèÿ f : A → 2A. Íåêà D = {a ∈
A | a /∈ f(a)}. Òîãàâà D ⊆ A è ñëåäîâàòåëíî D = f(a0) çà íÿêîå a0 ∈ A. Íî
òîãàâà:

a0 ∈ D ⇔ a0 /∈ f(a0)⇔ a0 /∈ D

Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëíî 2A � A.

3.5 Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå

Çàäà÷à 1. Íåêà A = {a, b, c, d} è B = {1, 2, 3, 4, 5}. Êîå îò ñëåäíèòå ðåëàöèè
å ôóíêöèÿ îò A êúì B. Íàïèøåòå ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà âñÿêà îò
ðåëàöèèòå. Êàê ìîæåì ïî ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ðåëàöèÿ äà ðàçáåðåì,
äàëè òÿ å ôóíêöèÿ?

1. {(a, 1), (b, 2), (c, 3)}.

2. {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4), (d, 5)}.

3. {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 5)}.

4. {(a, 1), (b, 2), (c, 2), (d, 5)}.

5. {(a, 5), (b, 5), (c, 5), (d, 5)}.

Çàäà÷à 2. Êîå îò ñëåäíèòå ìíîæåñòâà å ôóíêöèÿ íàä Z?

1. {(a, |a|) | a ∈ Z}.

2. {(|a|, a) | a ∈ Z}.

3. {(a, a+ 1) | a ∈ Z}.
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4. {(a+ 1, a) | a ∈ Z}.

5. {(a, 2a) | a ∈ Z}.

6. {(2a, a) | a ∈ Z}.

Çàäà÷à 3. Çà âñÿêà îò ôóíêöèèòå f îò Çàäà÷à 2. îïðåäåëåòå:

1. f(N), f−1(N), f � N.

2. f({−2,−1, 0, 1, 2}), f−1({−2,−1, 0, 1, 2}), f � {−2,−1, 0, 1, 2}.

Çàäà÷à 4. Íåêà f : A→ B, X,Y ⊆ B. Âÿðíî ëè å, ÷å:

1. f−1(X ∩ Y ) = f
−1(X) ∩ f−1(Y ).

2. f−1(X ∪ Y ) = f
−1(X) ∪ f−1(Y ).

3. f−1(X \ Y ) = f
−1(X) \ f−1(Y ).

Çàäà÷à 5. Íåêà f : R→ N, å ôóíêöèÿòà äåôèíèðàíà ÷ðåç f(x) = bxc, íàé-
ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà x. Îïðåäåëåòå f([0, 5]),
f((0, 5]), f([0, 5)) è f((0, 5)).

Çàäà÷à 6. Íåêà f, g, h : R→ R, ñà äåôèíèðàíè ÷ðåç f(x) = x+ 1,
g(x) = x2 + 3x+ 1 è

h(x) =

{
x− 1, àêî x > 0;
x
2 , àêî x ≤ 0.

Íàìåðåòå f ◦ g è g ◦ f . Êîìóòàòèâíà ëè å îïåðàöèÿòà êîìïîçèöèÿ íà
ôóíêöèè?

Íàìåðåòå (f ◦g)◦h è f ◦(g◦h). Àñîöèàòèâíà ëè å îïåðàöèÿòà êîìïîçèöèÿ
íà ôóíêöèè?

Çàäà÷à 6. Íåêà è B ñà ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñ õàðàêòåðèñòè÷íè
ôóíêöèè χA è χB . Ñ ïîìîùòà íà îïåðàöèÿòà ñóïåðïîçèöèÿ íà ôóíêöèèòå
χA, χB , +,−, ∗,min,max èçðàçåòå õàðàêòåðèñòè÷íèòå ôóíêöèè íà A ∩ B,
A ∪B, A \B, A∆B.

Çàäà÷à 7. Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f îò Çàäà÷à 2. îïðåäåëåòå äàëè f å èíåêöèÿ,
ñþðåêöèÿ èëè áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 8. Çà âñÿêà îò ñëåäíèòå ôóíêöèè f îïðåäåëåòå äàëè f å èíåêöèÿ,
ñþðåêöèÿ èëè áèåêöèÿ.

1. f : R→ R, f(x) = 2x+ 3.

2. f : R→ R, f(x) = x2 − 4x+ 2.

3. f : R→ R, f(x) = x3 + 7.

4. f : N→ N, f(x) =

{
x+ 1, àêî x å ÷åòíî;
x− 1, àêî x å ÷åòíî.

.
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5. f : N→ N, f(x) = rem(x, 3) (îñòàòúê ïðè äåëåíå íà 3).

6. f : N× N→ N, f(x, y) =íîä(x, y) (íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë).

7. f : N× N→ N, f(x, y) = 3x+ 2y.

8. f : R× R→ R, f(x, y) = x2 + y2.

9. f : Q→ Q, f(x) =

{
0, àêî x = 0;
1
x , àêî x 6= 0.

.

10. f : R→ R, f(x) = |x|+ 1.

11. f : (−π2 ,
π
2 )→ R, f(x) = tgx.

12. f : N× N→ N, f(x, y) = 3x.5y.

13. f : R+ → N, f(x) = bxc. (íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, ïî-ìàëêî èëè
ðàâíî íà x. )

14. f : N→ N, f(x) = (x+ 1)-âîòî ïðîñòî ÷èñëî.

Çàäà÷à 9. Íåêà f : A→ B, g : B → C ñà ôóíêöèè. Âÿðíî ëè å, ÷å:

1. Àêî f íå å èíåêöèÿ, òî f ◦ g íå å èíåêöèÿ?

2. Àêî g íå å èíåêöèÿ, òî f ◦ g íå å èíåêöèÿ?

3. Àêî f íå å ñþðåêöèÿ, òî f ◦ g íå å ñþðåêöèÿ?

4. Àêî g íå å ñþðåêöèÿ, òî f ◦ g íå å ñþðåêöèÿ?

Çàäà÷à 10. Êàòî èçïîëçâàòå ïðèíöèïà íà Äèðèõëå, ïîêàæåòå, ÷å àêî |A| >
k|B|, òî çà âñÿêà ôóíêöèÿ f : A → B èìà åëåìåíò b ∈ B è åëåìåíòè
{a1 . . . ak+1}, òàêèâà, ÷å f(a1) = f(a2) = · · · = f(ak) = b.

Çàäà÷à 11. Â åäíî ñåëî èìà 400 æèòåëè. Äîêàæåòå, ÷å ïîíå äâàìà èìàò
åäèí è ñúù ðîæäåí äåí è ïîíå 34 ñà ðîäåíè â åäèí è ñúù ìåñåö.

Çàäà÷à 12. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî k ≥ 2, Nk å èçáðîèìî.

Çàäà÷à 13. Äîêàæåòå, ÷å Q å èçáðîèìî.

Çàäà÷à 14. Äîêàæåòå, ÷å àêî A ∼ B, òî 2A ∼ 2B .

Çàäà÷à 15. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà ðàâíîìîùíè:

1. R;

2. (−π2 ,
π
2 );

3. (0, 1);

4. (a, b), êúäåòî a, b ∈ R è a < b;

5. 2N.
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6. {f | f : N→ N}

Çàäà÷à 16. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè íàä àçáóêàòà {a, b}
({a, b}∗) å èçáðîèìî. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè áåçêðàéíè ðåäèöè
îò áóêâè a è b å íåèçáðîèìî.
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Ãëàâà 4

Êîìáèíàòîðèêà

Äîñåãà ðàçãëåæäàõìå ìíîæåñòâàòà êàòî àáñòðàêòíè îáåêòè è èçñëåäâàõìå
òåõíèòå îáùè õàðàêòåðèñòèêè è ñâîéñòâà. Â òàçè ãëàâà ùå ñå ñïðåì íà êðàé-
íèòå ìíîæåñòâà, êàòî îñíîâíàòà çàäà÷à, êîÿòî ùå ñè ïîñòàâèì å äà íàìåðèì
íà÷èí äà ïðåáðîèì òåõíèòå åëåìåíòè. Çà öåëòà ùå ñà íè íóæíè äâå ïîìîù-
íè ñðåäñòâà: êîìáèíàòîðíè ïðèíöèïè, êîèòî íè ïîìàãàò äà ñâåæäàìå íîâè
çàäà÷è êúì ìíîæåñòâî ïî-ïðîñòè çàäà÷è, è êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè,
êîèòî íè ïîìàãàò äà ðàçëè÷èì ìåæäó 4 îñíîâíè íà÷èíà çà èçáèðàíå íà k
ïðåäìåòà èçìåæäó n.

4.1 Îñíîâíè êîìáèíàòîðíè ïðèíöèïè

Îñíîâíèòå êîìáèíàòîðíè ïðèíöèïè ñà âå÷å ðàçãëåäàíè è äîêàçàíè. Òóê ùå
ãè ñúáåðåì íàêóï è ùå ãè äîðàçâèåì.

4.1.1 Ïðèíöèï çà áèåêöèÿòà

Ïðèíöèïúò çà áèåêöèÿòà ãëàñè, ÷å àêî A è B ñà êðàéíè ìíîæåñòâà, |A| = |B|
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ f : A → B. Äîêàçàòåë-
ñòâî íà òîçè ïðèíöèï ñå îñíîâàâà íà ïðèíöèïà íà Äèðèõëå (ïðèíöèïà çà
÷åêìåäæåòàòà) è å ïîñî÷åíî â Òåîðåìà 3.17. Òîçè ïðèíöèï íè ïîçâîëÿâà äà
ñâåæäàìå íîâè çàäà÷è êúì ñòàðè, íî êîèòî âå÷å çíàåì ðåøåíèåòî.

4.1.2 Ïðèíöèï çà ñúáèðàíåòî

Ïðèíöèïúò çà ñúáèðàíåòî ãëàñè, ÷å àêî A è B ñà êðàéíè íåïðåñè÷àùè ñå
ìíîæåñòâà, òî áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà A∪B å ñóìàòà îò áðîÿ íà åëåìåíòèòå
íà A è áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà B:

A ∩B = ∅ ⇒ |A ∪B| = |A|+ |B|.

Ìàêàð è ëåñåí, òîçè ïðèíöèï èìà âàæíè ñëåäñòâèÿ. Âúç îñíîâà íà òî-
çè ïðèíöèï ùå èçâåäåì ÷åòèðè íåãîâè îáîáùåíèÿ: ïðèíöèï çà ðàçëèêàòà,
ïðèíöèï çà ðàçáèâàíåòî, ïðèíöèï çà îáåäèíåíèåòî è ïðèíöèï çà êðàéíèòå
ðàçëèêè.
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Ïðèíöèïúò çà ðàçëèêàòà èìà øèðîêî ïðèëîæåíèå. Èíòóèòèâíî - àêî
âèäèì, ÷å çàäà÷àòà äà ïðåáðîèì åëåìåíòèòå íà äàäåíî ìíîæåñòâî å ìíîãî
ñëîæíà, íàïðèìåð âêëþ÷âà ðàçãëåæäàíåòî íà òâúðäå ìíîãî ñëó÷àè, âèíàãè
òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè íå å ïî-ëåñíî äà ïðåñìåòíåì áðîÿ íà åëåìåíòèòå
íà äîïúëíåíèåòî íà òîâà ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå 4.1 (Ïðèíöèï çà ðàçëèêàòà). Íåêà A è U ñà êðàéíè ìíîæåñòâà
è A ⊆ U . Òîãàâà |U \A| = |U | − |A|.

Äîêàçàòåëñòâî. Òîâà å äèðåêòíî ïðèëîæåíèå íà ïðèíöèïà çà ñúáèðàíåòî:
A ∩ (U \ A) = ∅, ñëåäîâàòåëíî |U | = |A ∪ (U \A)| = |A| + |U \ A|. Òàêà
|U \A| = |U | − |A|.

Ïðèíöèïúò çà ðàçáèâàíåòî íè ïîçâîëÿâà äà ðàçáèåì åäíà çàäà÷à íà ìíî-
ãî ïîäñëó÷àè.

Òâúðäåíèå 4.2 (Ïðèíöèï çà ðàçáèâàíåòî). Íåêà A1 . . . An ñà âçàèìíî íåï-
ðåñè÷àùè ñå êðàéíè ìíîæåñòâà è n ≥ 2. Òîãàâà |A1 ∪ A2 ∪ . . . An| = |A1| +
· · ·+ |An|, ò.å. |

⋃n
i=1Ai| =

∑n
i=1 |Ai|.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 2 ïîëó÷à-
âàìå òî÷íî ïðèíöèïà çà ñúáèðàíåòî. Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n íà
áðîé íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà è íåêà A1 . . . An, An+1 ñà íåïðåñè÷àùè ñå
ìíîæåñòâà. Òîãàâà An+1 ∩ (A1 . . . An) = ∅ è ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ñúáè-
ðàíåòî |(A1 ∪ · · · ∪ An) ∪ An+1| = |(A1 ∪ · · · ∪ An)| + |An+1|. Ñúãëàñíî èí-
äóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå |A1 ∪ A2 ∪ . . . An| = |A1| + · · · + |An|. Òàêà
|
⋃n+1
i=1 Ai| =

∑n+1
i=1 |Ai|.

Ñëåäâàùîòî îáîáùåíèå íè ïîçâîëÿâà äà ïðåñìÿòàìå áðîÿò åëåìåíòè íà
îáåäèíåíèåòî íà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà.

Òâúðäåíèå 4.3 (Ïðèíöèï çà îáåäèíåíèåòî). Íåêà A è B ñà êðàéíè ìíî-
æåñòâà. |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðåäñòàâèì îáåäèíåíèåòî íà ìíîæåñòâàòà A è B êàòî
îáåäèíåíèå íà òðè íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà:

A ∪B = A \ (A ∩B) ∪ (A ∩B) ∪B \ (A ∩B)

A B

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ðàçáèâàíåòî:

|A ∪B| = |A \ (A ∩B)|+ |(A ∩B)|+ |B \ (A ∩B)|.

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ðàçëèêàòà:

|A \ (A ∩B)| = |A| − |A ∩B| |B \ (A ∩B)| = |B| − |A ∩B|.
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Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

|A ∪B| = |A| − |A ∩B|+ |A ∩B|+ |B| − |A ∩B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Ïîñëåäíèÿò ïðèíöèï ñå íàðè÷à ïðèíöèï çà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî
è å âúçìîæíî íàé-øèðîêîòî îáîáùåíèå íà ïðèíöèïà çà ñúáèðàíå. Òîé íè
ïîçâîëÿâà äà íàìèðàìå áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà îáåäèíåíèåòî íà ïðîèçâîëåí
n íà áðîé ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 4.4 (Ïðèíöèï çà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî). Íåêà A1 . . . An
ñà n íà áðîé êðàéíè ìíîæåñòâà è n ≥ 2. Òîãàâà

|A1∪A2∪· · ·∪An| =
∑

1≤i≤n

|Ai|−
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Ai1∩Ai2∩Ai3 |−

· · ·+ (−1)n−1|A1 ∩A2 · · · ∩An|.

Äîêàçàòåëñòâî.Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 2 èìàìå òî÷íî
ïðèíöèïà çà îáåäèíåíèåòî. Çà äà èëþñòðèðàìå èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî
ùå äîêàæåì ïðèíöèïà è çà n = 3. Íåêà A1, A2, A3 ñà ìíîæåñòâà. Ïúðâî
ãðóïèðàìå 1 ñ A2 è ïðèëàãàìå ïðèíöèïà çà îáåäèíåíèåòî:

|A1 ∪A2 ∪A3| = |(A1 ∪A2) ∪A3| = |A1 ∪A2|+ |A3| − |(A1 ∪A2) ∩A3|.

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà îáåäèíåíèåòî |A1 ∪ A2| = |A1| + |A2| − |A1 ∩ A2|.
Ñúãëàñíî äèñòðèáóòèâíèÿ çàêîí (A1 ∪ A2) ∩ A3 = (A1 ∩ A3) ∪ (A2 ∩ A3).
Îòíîâî ïðèëàãàìå ïðèíöèïà çà îáåäèíåíèåòî: |(A1 ∩ A3) ∪ (A2 ∩ A3)| =
|A1 ∩A3|+ |A2 ∩A3| − |A1 ∩A2 ∩A3|. Òàêà ïîëó÷àâàìå:

|A1∪A2∪A3| = |A1|+|A2|+|A3|−|A1∩A2|−|A1∩A3|−|A2∩A3|+|A1∩A2∩A3|.

Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà n. Íåêà A1 . . . An, An+1 ñà n + 1 íà áðîé
êðàéíè ìíîæåñòâà.

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An ∪An+1| = |(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) ∪An+1| =

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|+ |An+1| − |(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) ∩An+1| =

∑
1≤i≤n

|Ai|−
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Ai1∩Ai2∩Ai3 |−· · ·+(−1)n−1|A1∩A2 · · ·∩An|+

+|An+1| − |(A1 ∩An+1) ∪ (A2 ∩An+1) ∪ · · · ∪ (An ∩An+1)| =

∑
1≤i≤n

|Ai|−
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n

|Ai1∩Ai2∩Ai3 |−· · ·+(−1)n−1|A1∩A2 · · ·∩An|+

+|An+1|−
∑

1≤i1≤n

|Ai1∩An+1|+
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2∩An+1|−· · ·+(−1)n|A1∩A2 · · ·∩An∩An+1| =

∑
1≤i≤n+1

|Ai| −
∑

1≤i1<i2≤n+1

|Ai1 ∩Ai2 |+
∑

1≤i1<i2<i3≤n+1

|Ai1 ∩Ai2 ∩Ai3 |−

· · ·+ (−1)n|A1 ∩A2 · · · ∩An ∩An+1|.
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4.1.3 Ïðèíöèï çà óìíîæåíèåòî

Ïðèíöèïúò çà óìíîæåíèåòî ãëàñè, ÷å àêî A è B ñà êðàéíè ìíîæåñòâà, òî
|A×B| = |A|.|B|. Äîêàçàòåëñòâî íà òîçè ïðèíöèï å ïîñî÷åíî â Òåîðåìà 2.3.

Òîçè ïðèíöèï ñúùî ìîæå äà ñå îáîáùè ïî åñòåñòâåí íà÷èí.

Òâúðäåíèå 4.5. Íåêà A1 . . . An ñà êðàéíè ìíîæåñòâà è n ≥ 2. Òîãàâà |A1×
A2 × . . . An| = |A1|.|A2| . . . .|An|.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî n êàòî ñå èçïîëçâà, ÷å
A×B × C = (A×B)× C.

4.2 Îñíîâíè êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè

Â òîçè ðàçäåë ùå ðàçãëåäàìå ÷åòèðè íà÷èíà äà èçáåðåì k ïðåäìåòà èçìåæ-
äó n. Çà äà îíàãëåäèì çàäà÷àòà ùå çàïî÷íåì ñ åäèí ïðèìåð. Â ìåñòíèÿ êëóá
ïî áðèäæ ÷ëåíóâàò 5 äóøè. Òðÿáâà äà ñå èçáåðàò èçìåæäó òÿõ äâàìà äîá-
ðîâîëöè, êîèòî äà îòãîâàðÿò çà äâåòå ìåñå÷íè ñáèðêè íà êëóáà. Ïî êîëêî
íà÷èíà ìîãàò äà ñå èçáåðàò òåçè äâàìà äîáðîâîëöè?

Ïðåäè äà îòãîâîðèì òîçè âúïðîñ òðÿáâà äà óòî÷íèì äâå íåùà. Èìà ëè
çíà÷åíèå ðåäúò? Ñ äðóãè äóìè çà ðàçëè÷íè èçáîðè ëè ùå ñ÷èòàìå Èâàí îò-
ãîâàðÿ çà ïúðâàòà ñðåùà, Ïåòúð çà âòîðàòà è Ïåòúð îòãîâàðÿ çà ïúðâàòà,
Èâàí çà âòîðàòà? Âòîðèÿò óòî÷íèòåëåí âúïðîñ å âúçìîæíè ëè ñà ïîâòîðå-
íèÿ: ìîæå ëè Èâàí äà îòãîâàðÿ è çà äâåòå ñðåùè. Â çàâèñèìîñò îò îòãîâî-
ðèòå íà òåçè óòî÷íèòåëíè âúïðîñè ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷åí áðîé âúçìîæíîñòè
çà èçáîð íà äîáðîâîëöè. Àêî ñà âúçìîæíè ïîâòîðåíèÿ è ðåäúò èìà çíà-
÷åíèå, áèõìå ìîãëè äà èëþñòðèðàìå åäèí âúçìîæåí èçáîð: Èâàí çà ïúðâà
ñðåùà, Ïåòúð çà âòîðà ñðåùà, êàòî íàðåäåíà äâîéêà (Èâàí, Ïåòúð). Íåêà
çà ïî-ïðîñòî ñ÷èòàìå, ÷å ÷ëåíîâåòå íà êëóáà ñà a, b, c, d, e. Òàêà ìîæåì äà
îðãàíèçèðàìå âñè÷êè âúçìîæíîñòè â ñëåäíàòà òàáëèöà:

(a, a) (a, b) (a, c) (a, d) (a, e)
(b, a) (b, b) (b, c) (b, d) (b, e)
(c, a) (c, b) (c, c) (c, d) (c, e)
(d, a) (d, b) (d, c) (d, d) (d, e)
(e, a) (e, b) (e, c) (e, d) (e, e)


Îáùî âúçìîæíîñòèòå ñà 25.

Â ñëó÷àé, ÷å ðåäúò èìà çíà÷åíèå, íî íå å ïîçâîëåíî åäèí è ñúù ÷îâåê
äà îòãîâàðÿ è çà äâåòå ñðåùè âúçìîæíèòå èçáîðè ñà 20 - âñè÷êè áåç òåçè ïî
ãëàâíèÿ äèàãîíàë.

(a, b) (a, c) (a, d) (a, e)
(b, a) (b, c) (b, d) (b, e)
(c, a) (c, b) (c, d) (c, e)
(d, a) (d, b) (d, c) (d, e)
(e, a) (e, b) (e, c) (e, d)


Àêî íå ñà ïîçâîëåíè ïîâòîðåíèÿ è ðåäúò íÿìà çíà÷åíèå, äîñòàòú÷íî å äà

ïðåáðîèì èçáîðèòå íàä ãëàâíèÿ äèàãîíàë: îáùî 10.
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(a, b) (a, c) (a, d) (a, e)

(b, c) (b, d) (b, e)
(c, d) (c, e)

(d, e)


Àêî ðåäúò íÿìà çíà÷åíèå, íî ïúê ìîæå äà ïîâòàðÿìå äîáðîâîëöè, ïðè-

áàâÿìå è ãëàâíèÿ äèàãîíàë è ïîëó÷àâàìå 15 âúçìîæíîñòè:
(a, a) (a, b) (a, c) (a, d) (a, e)

(b, b) (b, c) (b, d) (b, e)
(c, c) (c, d) (c, e)

(d, d) (d, e)
(e, e)


Òàêà ïîëó÷àâàìå ÷åòèðè îñíîâíè êîíôèãóðàöèè.

4.2.1 Êîíôèãóðàöèè ñ ïîâòîðåíèå, ñ íàðåäáà

Ïðîôåñîð X, ñëåä óñïåøíî çàâúðøâàíå íà êðàòêî ðàáîòíî ïîñåùåíèå íà
ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòè÷åñêà ëîâêîñò è èçîáðåòàòåëíîñò â ãðàä÷åòî Y , ðå-
øèë äà èçïðàòè ïîçäðàâèòåëíè êàðòè÷êè íà ñâîèòå ïðèÿòåëè A,B,C,D è
E. Ðàçõîæäàéêè ñå åäèí ñëúí÷åâ ñëåäîáåä èç èñòîðè÷åñêèÿ öåíòúð íà Y ,
ìèíàë ïîêðàé åäíà ìàëêà êíèæàðíèöà è âèäÿë íà âèòðèíàòà èçëîæåíè 26
âèäà êàðòè÷êè ñ èçãëåäè îò áëèçêàòà ïëàíèíà Z. Ïðîôåñîð X ñå ñïðÿë
ïðåä âèòðèíàòà è çàïî÷íàë äà ñå ÷óäè çà êîé ïðèÿòåë, äà èçáåðå êîé âèä
êàðòè÷êà. Êîëêî ñà âúçìîæíèòå èçáîðè çà ïðîôåñîð X?

Òàêà ïðîôåñîðúò òðÿáâà äà èçáåðå 5 åëåìåíòà îò 26 âúçìîæíè, êàòî
ðåäúò èìà çíà÷åíèå, çàùîòî ïúðâàòà å çà A, âòîðàòà å çà B ... ïåòàòà å
çà E. Âúçìîæíè ñà è ïîâòîðåíèÿ - äîðè ñúâñåì âåðîÿòíî å ïðîôåñîðúò, îò
ñúîáðàæåíèÿ çà ñïðàâåäëèâîñò, äà èçáåðå åäíà è ñúùà êàðòè÷êà çà âñè÷êèòå
ñè ïðèÿòåëè.

Âñúùíîñò ïðîôåñîð X òðÿáâà äà ïîñòðîè åäíà ôóíêöèÿ, êîÿòî íà âñå-
êè ïðèÿòåë îò ìíîæåñòâîòî {A,B,C,D,E} ñúïîñòàâÿ åäèí îò 26-òå âèäà
êàðòè÷êè, çíà÷è åëåìåíò îò ìíîæåñòâîòî {I, II, III, . . . ,XXV I}.

Òåîðåìà 4.6. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà, |A| = k, |B| = n. Áðîÿò íà ôóíê-
öèèòå f : A→ B å nk.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî k = 0, òî A = ∅ èìà åäíà åäèíñòâåíà ôóíêöèÿ f = ∅ :
A→ B.

Íåêà k ≥ 1 è íåêà A = {a1 . . . ak}. Âñÿêà ôóíêöèÿ f : A → B ìîæåì äà
ïðåäñòàâèì åäíîçíà÷íî ÷ðåç âåêòîðà îò íåéíèòå ñòîéíîñòè

f = (f(a1), . . . f(ak)) ∈ Bk.

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà áèåêöèÿòà áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå ôóíêöèè å ñúùèÿò
êàòî áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà Bk. Ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà óìíîæåíèåòî |Bk| =
|B|k = nk

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà êîíôèãóðàöèèòå íà k åëåìåíòà èçìåæäó
n, ñ íàðåäáà è ñ ïîâòîðåíèå å:

Kíï(k, n) = nk.
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4.2.2 Êîíôèãóðàöèè ñ íàðåäáà, áåç ïîâòîðåíèå

Êîãàòî ïðîôåñîð X íàé-ñåòíå íàïðàâèë ñâîÿ èçáîð, âëåçíàë â êíèæàðíè-
öàòà. Òàì çà æàëîñò ðàçáðàë îò ïðîäàâà÷à, ÷å îò âñåêè âèä êàðòè÷êè å
îñòàíàëà ñàìî ïî åäíà áðîéêà. Ñåãà ïðîôåñîðúò áèë èçïðàâåí ïðåä åäèí
ñúâñåì ðàçëè÷åí èçáîð. Êîëêî ñà âúçìîæíîñòèòå ïðè òåçè îáñòîÿòåëñòâà?

Ïðîôåñîðúò òðÿáâà îòíîâî äà èçáåðå 5 åëåìåíòà îò 26 âúçìîæíè, êà-
òî ðåäúò èìà çíà÷åíèå, íî âå÷å íå ñà âúçìîæíè ïîâòîðåíèÿ. Ñåãà ïðî-
ôåñîð X òðÿáâà äà ïîñòðîè íå êàêâà äà å ôóíêöèÿ, êîÿòî íà âñåêè ïðè-
ÿòåë îò ìíîæåñòâîòî {A,B,C,D,E} ñúïîñòàâÿ åëåìåíò îò ìíîæåñòâîòî
{I, II, III, . . . ,XXV I}. Ôóíêöèÿòà òðÿáâà äà å èíåêöèÿ - çàùîòî âå÷å íå
å ïîçâîëåíî åäèí è ñúùè âèä äà ñå ïîâòàðÿ.

Òåîðåìà 4.7. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà, |A| = k, |B| = n. Áðîÿò íà èíåê-

öèèòå f : A→ B å n(n− 1) . . . (n− k + 1) =
∏k−1
i=0 (n− i).

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî k > n ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå íÿìà èíåêöèè
f : A→ B. Ùå îòáåëåæèì, ÷å ôîðìóëàòà îñòàâà âÿðíà çàùîòî â

∏k−1
i=0 (n−i)

åäèí îò ìíîæèòåëèòå ùå å 0.
Àêî k = 0, òî A = ∅ èìà åäíà åäèíñòâåíà ôóíêöèÿ f = ∅ : A→ B. Òàçè

ôóíêöèÿ å èíåêöèÿ ïî òðèâèàëíè ñúîáðàæåíèÿ. Äåôèíèöèÿòà íà èíåêöèÿ
å âúâ ôîðìàòà íà èìïëèêàöèÿ, ÷èÿòî ïðåäïîñòàâêà íå áè ìîãëà äà å èçïúë-
íåíà çà ∅.

Íåêà k ≥ 1 è íåêà A = {a1 . . . ak}. Âñÿêà èíåêöèÿ f : A → B ìîæåì äà
ïðåäñòàâèì åäíîçíà÷íî îòíîâî ÷ðåç âåêòîðà îò íåéíèòå ñòîéíîñòèòå

f = (f(a1), f(a2) . . . f(ak)).

Ñåãà îáà÷å f(a1) å ïðîèçâîëåí åëåìåíò îò B, íî f(a2) å åëåìåíò íà B,
ðàçëè÷åí îò f(a1), ò.å åëåìåíò íà B \ {f(a1)}. Òàêà f(a3) ∈ B \ f(a1), f(a2)
... f(ak) ∈ B \ {f(a1), f(a2) . . . f(ak−1)}.

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà óìíîæåíèåòî ïîëó÷àâàìå
∏k−1
i=0 (n − i) âúçìîæ-

íîñòè.
Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà êîíôèãóðàöèèòå íà k åëåìåíòà èçìåæäó

n, ñ íàðåäáà è áåç ïîâòîðåíèå å:

Kí(k, n) =

k−1∏
i=0

(n− i).

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî k = n êîíôèãóðàöèÿòà ñ íàðåäáà, áåç ïîâòîðåíèå ñå
íàðè÷à ïåðìóòàöèÿ. Áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå ïåðìóòàöèè íà n åëåìåíòà îòãî-
âàðÿ íà áðîÿ íà íà÷èíèòå ïî êîèòî ìîæåì äà ïîäðåäèì n ðàçëè÷íè åëåìåíòà.
Áðîÿò èì ñå îçíà÷àâà ñ n! - ôàêòîðèåë.

n! =

{
1, àêî n = 0;∏n−1
i=0 (n− i) = n.(n− 1), . . . .1 =

∏n
i=1 i, àêî n > 0.

4.2.3 Êîíôèãóðàöèè áåç ïîâòîðåíèå, áåç íàðåäáà

ÏðîôåñîðX ïðåêàðàë öåëè 2 ÷àñà â êíèæàðíèöàòà áåç óñïåõ. Íàêðàÿ ïðîäà-
âà÷úò, êîéòî áúðçàë çà âêúùè, çà äà íå èçïóñíå ïðèÿòåëñêèÿ ôóòáîëåí ìà÷
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ìåæäó óíèâåðñèòåòñêèòå îòáîðè íà ãðàäà Y è âðàæåñêèÿ ãðàä P , ïîäêàíèë
ïðîôåñîðà ïðîñòî äà èçáåðå 5-òå êàðòè÷êè, êîèòî ìó õàðåñâàò íàé-ìíîãî è
ïî-êúñíî äà ãè ðàçïðåäåëÿ íà ñâîèòå ïðèÿòåëè. Ïðîôåñîðúò, ìàêàð è ìàëêî
íåäîâîëåí îò îáñëóæâàíåòî, ñå ñúãëàñèë è áúðçî íàïóñíàë êíèæàðíèöàòà ñ
ïåòòå íàé-õóáàâè êàðòè÷êè. Êîëêî ñà áèëè âúçìîæíèòå èçáîðè çà ïðîôåñî-
ðà ñåãà?

Ïðîôåñîðúò îòíîâî èçáèðà 5 êàðòè÷êè èçìåæäó 26, áåç ïðàâî íà ïîâ-
òîðåíèå, íî ðåäúò âå÷å íÿìà çíà÷åíèå. Íåãîâàòà öåë å äà èçáåðå åäíî 5-
åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî îò ìíîæåñòâî ñ 26 åëåìåíòà (ïðè òîâà íàé-õóáàâîòî).

Çà äà ïðåñìåòíåì áðîÿ íà âúçìîæíîñòèòå ìîæåì äà ðàçñúæäàâàìå òà-
êà. Çà äà èçáåðå ïðîô X 5 êàðòè÷êè çà ñâîèòå ïðèÿòåëè ùå èçâúðøè äâå
ñòúïêè: ïúðâî ùå ïîäáåðå 5 êàðòè÷êè, ïîñëå ùå ãè ðàçïðåäåëè íà ñâîèòå
5 ïðèÿòåëÿ. Îáùî òîâà ìîæå âúçìîæíîñòèòå ñà, êàêòî âèäÿõìå â ïðåäèø-
íàòà ÷àñò, 26.25.24.23.22. Âñåêè èçáîð íà 5 êàðòè÷êè âîäè äî 5! ðàçëè÷íè
ðàçïðåäåëåíèÿ íà êàðòè÷êè. Òàêà âúçìîæíîñòèòå çà èçáîð íà 5 êàðòè÷êè
îñòàâà äà áúäàò 26.25.24.23.22

5! . Òîâà ÷èñëî ñå íàðè÷à �26 íàä 5"è ñå îçíà÷àâà

ñ
(
26
5

)
.

Çà ïðîèçâîëíè n è k:(
n

k

)
=

∏k−1
i=0 (n− i)

k!
=

{
0, àêî n < k;

n!
k!(n−k)! , àêî n ≥ k.

Òåîðåìà 4.8. Áðîÿò íà k-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî ñ n
åëåìåíòà å

(
n
k

)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî k > n íÿìà k-åëåìåíòè ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî ñ
n åëåìåíòà è ôîðìóëàòà å âÿðíà. Íåêà k ≤ n è A å ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî n. Àêî n = 0, A = ∅ è
åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò çà k e k = 0. ìà åäíî åäèíñòâåíî ïîäìíîæåñòâî
íà A ñ 0 åëåìåíòà - ∅. 1 = n!

0!(n−0)! =
(
n
0

)
.

Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà n. Òóê èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå å ïî
ñèëíî îò îáè÷àéíî: ïðåäïîëàãàìå ÷å çà âñÿêî k ≤ n, áðîÿò íà k åëåìåíòíèòå
ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà å (nk ). Íåêà A = {a1 . . . an, an+1}
è k ≤ n+ 1.

Îòíîâî, àêî k = 0, èìà åäíî åäèíñòâåíî ïîäìíîæåñòâî íà A ñ 0 åëåìåíòà

- ∅, è 1 = (n+1)!
0!((n+1)−0)! =

(
n+1
0

)
.

Àêî k = n + 1, òî ñúùî èìà åäíî åäèíñòâåíî ïîäìíîæåñòâî íà A ñ n+1

åëåìåíòà - A, è 1 = (n+1)!
(n+1)!((n+1)−(n+1))! =

(
n+1
n+1

)
.

Àêî 1 ≤ k ≤ n òî ìîæåì äà ðàçäåëèì k-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà A
íà äâå íåïðåñè÷àùè ñå ãðóïè: ãðóïà 1, íà òåçè, êîèòî íå ñúäúðæàò åëåìåíòà
an+1, è ãðóïà 2, íà òåçè, êîèòî ñúäúðæàò åëåìåíòà an+1.

Åëåìåíòèòå îò ãðóïà 1 ñà k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâîòî ñ
n åëåìåíòà {a1 . . . an}. Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, òå ñà

(
n
k

)
íà áðîé.

Åëåìåíòèòå îò ãðóïà 2 ñà îò âèäà {ak+1}∪B, êúäåòî B å k−1-åëåìåíòíî
ïîäìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâîòî ñ n åëåìåíòà {a1 . . . an}. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò
íà åëåìåíòèòå îò ãðóïà 2 ñà êîëêîòî ñà ðàçëè÷íèòå âúçìîæíîñòè çà B.
Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, òå ñà

(
n
k−1
)
íà áðîé.
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Ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ñúáèðàíåòî îáùî ïîëó÷àâàìå(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=

=
n!

(k − 1)!(n− k!)( 1
k + 1

n−k+1 )
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
=

(
n+ 1

k

)
.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà êîíôèãóðàöèèòå íà k åëåìåíòà èçìåæäó
n, áåç íàðåäáà è áåç ïîâòîðåíèå å:

K(k, n) =

(
n

k

)
.

Ôîðìóëàòà îò ïîñëåäíèÿ ðåä íà äîêàçàòåëñòâîòî ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà
Ïàñêàë. Ñ ïîìîùòà íà òàçè ôîðìóëà ìîæåì ïî èíäóêòèâíî äà íàìèðàìå
ñòîéíîñòèòå

(
n
k

)
îò ïðåäèøíî ñòîéíîñòè. Ïðåñìÿòàíåòî ñå îðãàíèçèðà íàé

ëåñíî ñ òàêà íàðå÷åíèÿ òðèúãúëíèê íà Ïàñêàë:(
0
0

)(
1
0

) (
1
1

)(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

)(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)(
4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

)
Êðàéíèòå òî÷êè â òðèúãúëíèêà ïîïúëâàìå ñ 1, çàùîòî êàêòî âå÷å âè-

äÿõìå
(
n
0

)
=
(
n
n

)
= 1 çà âñÿêî n. Îñòàíàëèòå ñòîéíîñòè

(
n
k

)
ïîïúëâàìå êàòî

ñúáåðåì ñòîéíîñòèòå íà ïðåäèøíèÿ ðåä òî÷íî íàä òúðñåíàòà:
(
n−1
k−1
)

+
(
n−1
k

)
.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

×èñëàòà
(
n
k

)
ñà èçâåñòíè ñúùî è êàòî áèíîìíè êîåôèöèåíòè. Ïðè÷èíà

çà òîâà å ñëåäíàòà òåîðåìà íà Íþòîí.

Òåîðåìà 4.9 (Íþòîí). Íåêà x, y ∈ R, n ∈ N.

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk.yn−k

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ñ èíäóêöèÿ ïî n.

(x+ y)0 = 1 =

(
0

0

)
x0.y0−0.

Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà n.

(x+ y)n+1 = (x+ y)n.(x+ y) = (

n∑
k=0

(
n

k

)
xk.yn−k)(x+ y) =
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=

n∑
k=0

(
n

k

)
xk+1.yn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xk.yn−k+1 =

=

(
n

0

)
x.yn +

(
n

1

)
x2.yn + · · ·+

(
n

k − 1

)
xk.yn+1−k + . . .

(
n

n

)
xn+1+

+

(
n

0

)
yn+1 +

(
n

1

)
x.yn · · ·+

(
n

k

)
xk.yn+1−k + . . .

(
n

n

)
xn.y =

=

(
n+ 1

0

)
yn+1+(

(
n

0

)
+

(
n

1

)
)x.yn+. . . (

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
)xkyn+1−k+. . .

(
n+ 1

n+ 1

)
xn+1 =

=

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
xk.yn+1−k.

Êàòî ñëåäñòâèå îò òàçè òåîðåìà ïîëó÷àâàìå àëòåðíàòèâíî äîêàçàòåëñòâî
íà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.10. Íåêà A å êðàéíî ìíîæåñòâî.

|2A| = 2|A|.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîäìíîæåñòâàòà íà A ìîæåì äà ðàçäåëèì íà ñëåäíèòå íåï-
ðåñè÷àùè ñå ãðóïè:
Ãðóïà 0: 0-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà, êîèòî ñà 1 íà áðîé.
Ãðóïà 1:1-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà, êîèòî ñà

(
n
1

)
íà áðîé.

Ãðóïà 2: 2-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà, êîèòî ñà
(
n
2

)
íà áðîé.

. . .
Ãðóïà k: k-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà, êîèòî ñà

(
n
k

)
íà áðîé.

. . .
Ãðóïà n: n-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà, êîèòî ñà

(
n
n

)
íà áðîé.

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ðàçáèâàíåòî ïîëó÷àâàìå îáùî:

1 +

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

k

)
+ . . .

(
n

n

)
=

n∑
k=1

(
n

k

)
.

Ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Íþòîí òîâà å òî÷íî (1 + 1)n = 2n.

4.2.4 Êîíôèãóðàöèè áåç íàðåäáà, ñ ïîâòîðåíèå

Öÿëà íîù ïðîôåñîð X èçáèðàë è ðàçïðåäåëÿë ïåòòå êàðòè÷êè íà ñâîèòå
ïåòèìà ïðèÿòåëè. Íà ñóòðèíòà âå÷å âñè÷êî áèëî ãîòîâî, êàðòè÷êèòå áèëè
íàäïèñàíè è ïðîôåñîðúò ñå îòïðàâèë êúì ïîùàòà çà äà ãè èçïðàòè. Òàì ãî
óâåäîìèëè, ÷å çà âñÿêà êàðòè÷êà òðÿáâà äà çàêóïè ìàðêè íà ñòîéíîñò 1 ëåâ.
Òå ðàçïîëàãàëè, ñ òðè âèäà ìàðêè - âñÿêà îò ïî 20 ñòîòèíêè. Ïðîôåñîðúò
âå÷å òâúðäî ðåøèë, ÷å íà âñÿêà êàðòè÷êà ùå çàëåïè åäíè è ñúùè ìàðêè è
âñå ïàê îñòàâàëî äà ðåøè - ïî êîëêî ìàðêè îò âñåêè âèä äà ñè êóïè.

Ñåãà âúïðîñúò å ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñå èçáåðàò 5 ïðåäìåòà èç-
ìåæäó 3 âúçìîæíè, êàòî íàðåäáàòà íÿìà çíà÷åíèå, íî ñà ïîçâîëåíè (è ñå
íàëàãàò) ïîâòîðåíèÿ.
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Îòãîâîðúò íà òîçè âúïðîñ ùå èçâåäåì êàòî ñâåäåì òàçè çàäà÷à äî äðóãà,
âå÷å ïîçíàòà êîíôèãóðàöèÿ. Âñåêè âúçìîæåí èçáîð íà ìàðêè ùå êîäèðàìå
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: â ïîðåäèöà îò 7 êóòèéêè ùå ïîñòàâèì äâå çâåçäè÷êè.
Ïðàçíèòå êóòèéêè ïðåäè ïúðâàòà çâåçäè÷êà ùå îòãîâàðÿò íà áðîÿ ìàðêè
îò ïúðâè âèä. Ïðàçíèòå êóòèéêè ìåæäó äâåòå çâåçäè÷êè ùå îòãîâàðÿò íà
ìàðêèòå îò âòîðè âèä, à ïðàçíèòå êóòèéêè ñëåä âòîðàòà çâåçäè÷êà ùå îòãî-
âàðÿò íà ìàðêèòå îò òðåòè âèä. Òàêà íàïðèìåð ñëåäíàòà êàðòèíà îòãîâàðÿ
íà 2 ìàðêè îò ïúðâè âèä, 1 îò âòîðè è 2 îò òðåòè âèä:

∗ ∗

Àêî èñêàì äà èçáåðåì âñè÷êè ìàðêè îò âòîðè âèä, èçáîðà ùå ñå êîäèðà
òàêà:

∗ ∗

Íà âñåêè èçáîð îò ìàðêè ñúîòâåòñòâà ðàçïðåäåëÿíå íà äâå çâåçäè÷êè â
7-òå êóòèéêè è íà âñÿêî ðàçïðåäåëÿíå íà äâåòå çâåçäè÷êè â êóòèéêè ñúîò-
âåòñòâà èçáîð íà ìàðêè. Òàêà ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà áèåêöèÿòà, çàäà÷àòà ñå
ñâåæäà äî íà÷èíèòå ïî êîèòî ìîæåì äà èçáåðåì äâå îò êóòèéêèòå, â êîèòî
äà ïîñòàâèì 2 çâåçäè÷êè: îáùî ïî

(
7
2

)
íà÷èíà.

Â îáùèÿ ñëó÷àé òðÿáâà äà èçáåðåì k ïðåäìåòà èçìåæäó n âèäà, êàòî
íàðåäáàòà íÿìà çíà÷åíèå íî èìàìå ïðàâî íà ïîâòîðåíèÿ, ùå íè òðÿáâàò
k+n−1 êóòèéêè è n−1 çâåçäè÷êè. Áðîÿò íà êîíôèãóðàöèèòå íà k åëåìåíòà
èçìåæäó n, áåç íàðåäáà è ñ ïîâòîðåíèå å:

Kï(k, n) =

(
n+ k − 1

n− 1

)
.

4.3 Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå

Çàäà÷à 1. Êîìïþòúðíà ïðîãðàìà ïðåäñòàâÿ öåëèòå ÷èñëà â äâîè÷åí çà-
ïèñ. Ïúðâèÿò áèò ïðåäñòàâÿ çíàêà íà ÷èñëîòî, à îñòàíàëèòå - àáñîëþòíàòà
ñòîéíîñò. Êîëêî öåëè ÷èñëà ìîãàò äà ñå èçïèøàò â ðåãèñòúð ñ n áèòà.

Çàäà÷à 2. Èñêàòå äà âçåìåòå 2 êíèãè ñ âàñ íà åêñêóðçèÿ. Èìàòå 3 êíèãè
ïî äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà, 2 êíèãè ïî ëîãèêà è 3 íîâåëè. Èñêàòå êíèãèòå,
êîèòî ùå âçåìåòå ñ âàñ äà ñà íà ðàçëè÷íà òåìàòèêà. Êîëêî ñà âúçìîæíèòå
èçáîðà.

Çàäà÷à 3. Â ùàòà Þòà âñÿêà ðàäèîñòàíöèÿ ñå îáîçíà÷àâà ñ èäåíòèôèêàòîð
îò 3 èëè 4 áóêâè, êàòî âñåêè èäåíòèôèêàòîð çàïî÷âà ñ K èëè N . Êîëêî íàé-
ìíîãî ðàäèîñòàíöèè ìîæå äà èìà?

Çàäà÷à 4. Íàìèðàìå ñå â Ïàðèæ. Èñêàìå äà íàïðàâèì åêñêóðçèÿ êàòî
òðÿáâà äà ìèíåì ïðåç Ëîíäîí è Áðþêñåë, è îáðàòíî â Ïàðèæ. Êîëêî ðàç-
ëè÷íè âúçìîæíîñòè çà ïîëåòè èìàìå àêî âñåêè äåí èìà 5 ïîëåòà Ïàðèæ -
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Áðþêñåë, Áðþêñåë - Ïàðèæ, 13 ïîëåòà Ïàðèæ - Ëîíäîí, Ëîíäîí Ïàðèæ, 3
ïîëåòà Ëîíäîí - Áðþêñåë è 2 ïîëåòà Áðþêñåë - Ëîíäîí.

Çàäà÷à 5. Â òåëåâèçèîííî ñúñòåçàíèå ïúðâèÿò èãðà÷ òðÿáâà äà îòãîâîðè
íà 7 âúïðîñà ñ ½äà� èëè ½íå�. Âòîðèÿò èãðà÷ òðÿáâà äà îòãîâîðè íà 2 âúïðîñà
ñ ïî ñåäåì âúçìîæíè îòãîâîðà. Êîé îò äâàìàòà èãðà÷è èìà ïðåäèìñòâî?

Çàäà÷à 6. Â ðåñòîðàíò çà äåñåðò ìîãàò äà ñå ñåðâèðàò 1, 2 èëè 3 òîïêè
ñëàäîëåä. Èìà 5 âèäà ñëàäîëåä - øîêîëàä, âàíèëèÿ, ÿãîäà, êàðàìåë è ìåíòîâ
ñëàäîëåä. Êîëêî ðàçëè÷íè äåñåðòà ñå ïðåäëàãàò?

Çàäà÷à 7. Êîëêî ðàçëè÷íè äóìè ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò êàòî ñå ðàçìåñòÿò
áóêâèòå â äóìàòà:

1. � ðåëàöèÿ"

2. � íàðåäáà"

3. � àëàáàëàíèöà"

4. � íåïðîòèâîêîíñòèòóöèîíñòâóâàòåëñòâóâàéòå"

Çàäà÷à 8. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò:

1. n ÷îâåêà íà åäíà ïåéêà?

2. n ìúæå è n æåíè íà åäíà ïåéêà êàòî ìúæ ñåäè ñàìî äî æåíè, à æåíà
ñàìî äî ìúæå?

3. n ÷îâåêà íà êðúãëà ìàñà?

4. n ìúæå è n æåíè íà êðúãëà ìàñà êàòî ìúæ ñåäè ñàìî äî æåíè, à æåíà
ñàìî äî ìúæå?

Çàäà÷à 9. Èìàìå 10 çàäà÷è. Òðÿáâà äà ðàçïðåäåëèì òåçè çàäà÷è èçìåæäó
Àëáåðò, Áåòè è Äåáè.

1. Èñêàìå ïúðâî äà ðåøèì êîëêî çàäà÷è äà èçïúëíè Àëáåðò, êîëêî çà-
äà÷è äà èçïúëíè Äåáè è êîëêî Áåòè. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ðàç-
ïðåäåëèì òåçè áðîéêè?

2. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ðàçïðåäåëèì çàäà÷èòå, àêî Àëáåðò òðÿáâà
äà èçïúëíè 3, Áåòè 5, à Äåáè 2?

Çàäà÷à 10. Â èãðà ñ 52 êàðòè åäíî ðàçäàâàíå ñà ñúñòîè îò 13 êàðòè.

1. Êîëêî ñà âñè÷êè ðàçäàâàíèÿ?

2. Êîëêî ñà âñè÷êè ðàçäàâàíèÿ, ïðè êîèòî ñå ïàäà òî÷íî åäíî àñî?

3. Êîëêî ñà âñè÷êè ðàçäàâàíèÿ, ïðè êîèòî ñå ïàäàò ïîíå äâå âàëåòà?

4. Êîëêî ñà âñè÷êè ðàçäàâàíèÿ, ïðè êîèòî ñå ïàäàò 2 àñà è 4 êàðè?
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Çàäà÷à 11. Äàäåíà å øàõìàòíà äúñêà 8 × 8. Åäíà ôèãóðà å ïîçèöèîíè-
ðàíà â íàé-äîëíîòî íàé ëÿâî êâàäðàò÷å è òðÿáâà äà ñòèãíå äî íàé-ãîðíîòî
íàé-äÿñíî êâàäðàò÷å. Ìîæå äà èçâúðøâà ñëåäíèòå äâà âèäà õîäà: åäíî êâàä-
ðàò÷å íàãîðå èëè åäíî êâàäðàò÷å íàäÿñíî. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè ïúòèùà ìîæå
ôèãóðàòà äà äîñòèãíå öåëòà?

Çàäà÷à 12. Êîëêî öåëè ÷èñëà èìå ìåæäó 0 è 999, â êîèòî:

1. Èìà òî÷íî åäíà öèôðà 5?

2. Èìà ïîíå åäíà öèôðà 5?

3. Èìà íå ïîâå÷å îò äâå öèôðè 5?

Çàäà÷à 13. Êîëêî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíèòå ÷èñëà èìà óðàâíåíèåòî:

1. x1 + x2 + x3 + x4 = 15?

2. x1 + x2 + x3 + x4 = 15, àêî x2 ≥ 3?

3. x1 + x2 + x3 + x4 = 15, àêî x2 ≥ 3 è x3 ≥ 5?

4. x1 + x2 + x3 + x4 = 15, àêî x2 < 7?

5. x1 + x2 + x3 + x4 = 15, àêî x2 < 7 è x3 < 6?

6. x1 + x2 + x3 + x4 = 15, àêî x2 < 7 è x3 < 6 è x4 < 5?

Çàäà÷à 14. Êîëêî ÷èñëà èìà ìåæäó 0 è 1001, êîèòî ñå äåëÿò:

1. íà 3?

2. íà 3 èëè íà 5?

3. íà 3 èëè íà 5 èëè íà 2?

4. íà 3 èëè íà 5 èëè íà 2 èëè íà 6?

Çàäà÷à 15. Êîëêî ðàçëè÷íè ÷èñëà èìà ìåæäó 0 è 9999

1. ñúñ ñóìà íà öèôðèòå ðàâíà íà 16?

2. èìàò öèôðàòà 3 è öèôðàòà 6, íî íÿìà öèôðàòà 8?

Çàäà÷à 16. Êîëêî ñà 20-áóêâåíèòå äóìè â ëàòèíñêàòà àçáóêà, êîèòî:

1. ñà ïàëèíäðîìè?

2. èìàò äâå ïîñëåäîâàòåëíè åäíàêâè áóêâè?

3. âñÿêà áóêâà â äóìàòà ñå ñðåùà òî÷íî äâà ïúòè?

Çàäà÷à 17. Íåêà U å ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà. Êîëêî ñà:
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1. Äâîéêèòå (X,Y ), êúäåòî X,Y ⊆ U?

2. Äâîéêèòå (X,Y ), êúäåòî X,Y ⊆ U è |X| = 1?

3. Äâîéêèòå (X,Y ), êúäåòî X,Y ⊆ U è |X| = k?

4. Äâîéêèòå (X,Y ), êúäåòî X,Y ⊆ U è X ∩ Y = ∅?

5. Äâîéêèòå (X,Y ), êúäåòî X,Y ⊆ U , X ∩ Y = ∅ è X ∪ Y = U?

6. Äâîéêèòå (X,Y ), êúäåòî X,Y ⊆ U , X ∩ Y = ∅ è |X| ≥ 2 è |Y | ≥ 2?
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Ãëàâà 5

Äèñêðåòíè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5.1. Íåêà A å êðàéíî ìíîæåñòâî è n ∈ N. Âñÿêà ôóíêöèÿ
f : An → A íàðè÷àìå n-ìåñòíà äèñêðåòíà ôóíêöèÿ.

Òâúðäåíèå 5.2. Íåêà A å êðàéíî ìíîæåñòâî è |A| = m. Áðîÿò íà ðàçëè÷-
íèòå n-ìåñòíè äèñêðåòíè ôóíêöèè f : An → A å mmn

.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò Òåîðåìà 4.6 çíàåì, ÷å áðîÿò íà ôóíêöèèòå f : An → A
å |A||An|. Îò ïðèíöèïà çà óìíîæåíèåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å |An| = |A|n. Òàêà
áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå n-ìåñòíè äèñêðåòíè ôóíêöèè f : An → A å mmn

.

5.1 Áóëåâè ôóíêöèè.Ïðåäñòàâÿíèÿ.

Íèå ùå ñå çàíèìàâàìå ïðåäèìíî ñ äâîè÷íè (áóëåâè) ôóíêöèè, äèñêðåòíè
ôóíêöèè, ïðè êîèòî ìíîæåñòâîòî A å {0, 1}. Ìíîæåñòâîòî íà n-ìåñòíèòå
áóëåâè ôóíêöèè, ùå îçíà÷àâàìå ñ Fn2 = {f | f : {0, 1}n → {0, 1}}. Ìíî-
æåñòâîòî íà âñè÷êè áóëåâè ôóíêöèè ùå îçíà÷àâàìå ñ F2 =

⋃
n∈N Fn2 . Òàêà

|Fn2 | = 22
n

.
Äà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà. Áóëåâèòå ôóíêöèè íà åäèí àðãóìåíò

ñà îïèñàíè â ñëåäíàòà òàáëèöà:

x g1 g2 g3 g4
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Ôóíêöèÿòà g1(x) = o(x) íàðè÷àìå êîíñòàíòà íóëà. Ôóíêöèÿòà g4(x) =
1(x) íàðè÷àìå êîíñòàíòà åäèíèöà. Ôóíêöèÿòà g2(x) = I11 (x) = x íàðè÷àìå
èäåíòèòåò. Ôóíêöèÿòà g3(x) = x íàðè÷àìå êîíñòàíòà îòðèöàíèå.

Ïðè n = 2 ôóíêöèèòå âå÷å ñà 22
2

= 16:

x y f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
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Â êðàÿ íà òàáëèöàòà èìàìå îòíîâî äâåòå êîíñòàíòè, íî òå ñåãà ñà âå÷å
ôóíêöèè íà äâà àðãóìåíòà. Ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðèëè÷à íà èäåíòèòåòà ñúùî
ñå ïîÿâÿâà äâà ïúòè f4(x, y) = x è f6(x, y) = y. Ñåãà îáà÷å íå å óìåñòíî
äà ãîâîðèì çà èäåíòèòåò, çàùîòî àðãóìåíòèòå ñà äâà è òðÿáâà äà óòî÷-
íèì äîïúëíèòåëíî, ñòîéíîñòòà íà êîé îò äâàòà àðãóìåíòà âðúùàìå êàòî
ðåçóëòàò. Çàòîâà òóê ïî-ïðàâèëíî å äà ãîâîðèì çà ïðîåêòèðàùè ôóíêöèè:
f4(x, y) = I21 (x, y), f6(x, y) = I22 (x, y). Ïðîåêòèðàùèòå ôóíêöèè ìîãàò äà ñå
äåôèíèðàò çà ïðîèçâîëåí áðîé àðãóìåíòè. Òå ùå èãðàÿò ñúùåñòâåíà ðîëÿ
â íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Íåêà 1 ≤ k ≤ n. Ôóíêöèÿòà Ink : {0, 1}n → {0, 1},
äåôèíèðàìå ÷ðåç:

Ink (x1, . . . xn) = xk.

Èìàìå è äâå ïðåäñòàâÿíèÿ íà îòðèöàíèåòî: f13(x, y) = x, f11(x, y) = y.
Äðóãè îñíîâíè ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå êàòî íàïðàâèì àíàëîãèÿ ñ îñíîâ-

íèòå ëîãè÷åñêèòå âðúçêè, êàòî ñ÷èòàìå, ÷å 0 ïðåäñòàâÿ ëúæà, à 1 - èñòèíà.
Òàêà f2(x, y) = x.y å êîíþíêöèÿòà íà x è y, f8(x, y) = x ∨ y å äèçþíêöèÿòà
íà x è y, f10(x, y) = x↔ y å åêâèâàëåíöèÿòà ìåæäó x è y, f14(x, y) = x→ y å
èìïëèêàöèÿòà îò x êúì y. Íîâè ôóíêöèè, êîèòî ñúùî ùå îçíà÷èì ñúñ ñïå-
öèàëíè ñèìâîëè ñà: f7(x, y) = x⊕ y, ñúáèðàíå ïî ìîäóë äâå; f9(x, y) = x ↓ y,
ñòðåëêàòà íà Ïèéðñ, f15(x, y) = x|y, ÷åðòàòà íà Øåôåð.

Îñòàíàëèòå ôóíêöèè: f3, f5, f12 íÿìàò ñîáñòâåíè èìåíà. Òå ìîãà äà ñå èç-
ðàçÿò ÷ðåç îñòàíàëèòå ñ ïîìîùòà íà îïåðàöèÿòà ñóïåðïîçèöèÿ. Íàïîìíÿìå
äåôèíèöèÿòà íà îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèÿ çà ñëó÷àÿ íà áóëåâèòå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Íåêà n, k ∈ N. Íåêà f : {0, 1}n → {0, 1} è g1 . . . gn :

{0, 1}k → {0, 1} ñà ôóíêöèè. Òîãàâà ôóíêöèÿòà h : {0, 1}k → {0, 1}, äåôè-
íèðàíà ÷ðåç

h(a1, . . . ak) = f(g1(a1 . . . ak), . . . gn(a1 . . . ak)),

íàðè÷àìå ñóïåðïîçèöèÿ íà f ñ g1, . . . gn.

Òàêà f3(x, y) = x→ y = g3(f14(x, y)), à

f5(x, y) = y → x = g3(f14(I22 (x, y), I21 (x, y))).

Òàêà ïîëó÷àâàìå äâà ðàçëè÷íè íà÷èíà çà ïðåäñòàâÿíå íà áóëåâè ôóíê-
öèè - ÷ðåç ñóïåðïîçèöèÿ íà íÿêîè îò îñíîâíèòå ôóíêöèè, èëè ÷ðåç îïèñàíèå
íà âñè÷êè òåõíè ñòîéíîñòè â òàáëèöà. Êîãàòî n = 2 òàáëèöàòà å ñðàâíèòåëíî
ìàëêà è ìîæå äà ñå èçïèøå ëåñíî: 4 ðåäà è 3 ñòúëáà:

x y f(x, y)
0 0 f(0, 0)
0 1 f(0, 1)
1 0 f(1, 0)
1 1 f(1, 1)

Íî ñ íàðàñòâàíå íà àðãóìåíòèòå, ðàçìåðà íà òàáëèöàòà íàðàñòâà åêñïî-
íåíöèàëíî. Ïðè n = 3 òàáëèöàòà âå÷å å ñ 8 ðåäà è 4 ñòúëáà:
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x y z f(x, y, z)
0 0 0 f(0, 0, 0)
0 0 1 f(0, 0, 1)
0 1 0 f(0, 1, 0)
0 1 1 f(0, 1, 1)
1 0 0 f(1, 0, 0)
1 0 1 f(1, 0, 1)
1 1 0 f(1, 1, 0)
1 1 1 f(1, 1, 1)

Ïðè òîâà ïúðâèòå òðè ñòúëáà íà âñÿêà òàáëèöà, ïðåäñòàâÿùà áóëåâà
ôóíêöèÿ ñ òðè àðãóìåíòà, ñà åäíè è ñúùè. Çà äà îïèøåì åäíà òàêàâà ôóíê-
öèÿ, àêî îòíàïðåä ñìå ñå ðàçáðàëè â êàêúâ ðåä îïèñâàìå âúçìîæíèòå ñòîé-
íîñòè íà àðãóìåíòèòå äîñòàòú÷íî å äà çíàåì êàê ñå ïîïúëâà ñàìî ÷åòâúðòèÿ
ñòúëá:

(f(0, 0, 0), f(0, 0, 1), f(0, 1, 0), f(0, 1, 1), f(1, 0, 0), f(1, 0, 1), f(1, 1, 0), f(1, 1, 1)).

Çàòîâà ùå âúâåäåì ñòàíäàðòíà íàðåäáà íà áóëåâèòå âåêòîðè:

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ñòàíäàðòíàòà íàðåäáà íà åäíîìåðíèòå áóëåâè âåêòîðè
å: 0, 1.

Íåêà α1, α2 . . . α2n å ñòàíäàðòíàòà íàðåäáà íà n-ìåðíèòå áóëåâè âåêòîðè.
Ñòàíäàðòíàòà íàðåäáà íà n+ 1-ìåðíèòå áóëåâè âåêòîðè å:

0α1, 0α2 . . . 0α2n , 1α1, 1α2 . . . 1α2n .

Çàáåëåæêà! Ñòàíäàðòíàòà íàðåäáà íà n-ìåðíèòå áóëåâè âåêòîðè îòãîâà-
ðÿ íà ñòàíäàðòíàòà íàðåäáà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ïðåäñòàâåíè â äâîè÷åí
çàïèñ ñ n öèôðè è âîäåùè íóëè.

Òàêà åäíà n-ìåñòíà áóëåâà ôóíêöèÿ f ìîæå äà ñå çàäàäå ÷ðåç ñâîÿ âåêòîð
îò ñòîéíîñòè:

(f(α1), f(α2) . . . f(α2n)).

Íàïðèìåð ôóíêöèÿòà f(x, y, z) = (01101011) å ôóíêöèÿòà ñúñ ñëåäíàòà
òàáëèöà:

x y z f(x, y, z)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Åäíà ôóíêöèÿ ìîæå äà èìà ìíîãî ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ ñ ïîìîùòà íà
ñóïåðïîçèöèè íà äðóãè ôóíêöèè. Íàïðèìåð

x ↓ y = x ∨ y = x.y.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà îïèñâà ïî-âàæíèòå òàêèâà âðúçêè:
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Òåîðåìà 5.6. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

1. Êîíñòàíòè: x ∨ 1 = x → 1 = 0 → x = x ∨ x = 1 ,x ∧ 0 = xx = 0,
x ∨ 0 = x.1 = 1↔ x = x⊕ 0 = x, x→ 0 = x↔ 0 = x⊕ 1 = x.

2. Êîìóòàòèâíîñò: xy = yx, x ∨ y = y ∨ x, x⊕ y = y ⊕ x, x↔ y = y ↔ x

3. Àñîöèàòèâíîñò: (xy)z = x(yz), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x ⊕ y) ⊕ z =
x⊕ (y ⊕ z).

4. Îòðèöàíèå: x = x, xy = x ∨ y, x ∨ y = x.y.

5. Äèñòðèáóòèâíîñò: x(y ∨ z) = xy ∨ xz, x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz, x ∨ yz =
(x ∨ y)(x ∨ z).

6. Ïîãëúùàíå: x.x = x, x ∨ x = x, x⊕ x = 0, x(x ∨ y) = x ∨ xy = x.

7. Ïðåäñòàâÿíå ÷ðåç {.,∨, }: x→ y = x∨y, x→ y = xy, x↔ y = xy∨x.y,
x⊕ y = xy ∨ xy, x|y = xy = x ∨ y, x ↓ y = x ∨ y = x.y.

8. Ïðåäñòàâÿíå ÷ðåç {.,⊕, 1}: x∨y = xy⊕x⊕y,x = x⊕1, x→ y = xy⊕x⊕1,
x↔ y = x⊕ y ⊕ 1, x|y = xy ⊕ 1, x ↓ y = xy ⊕ x⊕ y ⊕ 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Âñÿêî îò òåçè ðàâåíñòâà ìîæå äà ñå äîêàæå ÷ðåç äèðåêò-
íà ïðîâåðêà. Íàïðèìåð ðàâåíñòâîòî x → y = x.y ⊕ x ⊕ 1 ñå äîêàçâà ÷ðåç
ñëåäíàòà ïðîâåðêà:

x y x→ y xy ⊕ (x⊕ 1)
0 0 1 0.0⊕ (0⊕ 1) = 0⊕ 1 = 1
0 1 1 0.1⊕ (0⊕ 1) = 0⊕ 1 = 1
1 0 0 0.1⊕ (1⊕ 1) = 0⊕ 0 = 0
1 1 1 1.1⊕ (1⊕ 1) = 1⊕ 0 = 1

5.2 Ïúëíè ìíîæåñòâà áóëåâè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5.7. Íåêà F ⊆ F2 å ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè. Ñ èí-
äóêöèÿ äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ðåäèöà.
F0 = F ∪ {Ink | 1 ≤ k ≤ n, n.k ∈ N}. Çà âñÿêî n ≥ 0,

Fn+1 = Fn∪{h | ∃f, g1 . . . gl ∈ Fn(h(x1 . . . xk) = f(g1(x1 . . . ak), . . . gl(x1 . . . xk)))}

Çàòâàðÿíåòî íà F ïî îòíîøåíèå íà ñóïåðïîçèöèÿ íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî:

[F ] =
⋃
n∈N

Fn.

Òàêà ìíîæåñòâîòî [F ] ñå çàäàâà ñ èíäóêöèÿ îò áàçîâî ìíîæåñòâî F ∪
{Ink | 1 ≤ k ≤ n} ïî ïðàâèëîòî ñóïåðïîçèöèÿ. Îò Òåìà 1, çíàåì, ÷å òîâà å íàé-
ìàëêîòî ìíîæåñòâî X, êîåòî ñúäúðæà áàçîâîòî ìíîæåñòâî è å çàòâîðåíî
îòíîñíî ñóïåðïîçèöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Íåêà F ⊆ F2 å ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè. F å
ïúëíî ìíîæåñòâî èëè áàçèñ, àêî [F ] = F2.
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Êàòî ïðèìåð çà ïúëíî ìíîæåñòâî ùå äîêàæåì òåîðåìàòà íà Áóë, êîÿòî
äîêàçâà, ÷å ìíîæåñòâîòî {f1(x, y) = x.y, f2(x, y) = x ∨ y, f3(x) = x} å ïúëíî.
Çà öåëòà ùå âúâåäåì ñïåöèàëíî îçíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.9. Íåêà a ∈ {0, 1}. Ñ xa îçíà÷àâàìå x, àêî a = 1 è x, àêî
a = 0. Ôóíêöèÿ îò âèäà

f(x1, x2 . . . xn) = xa11 .x
a2
2 . . . xann ,

êúäåòî ai ∈ {0, 1}, çà i = 1 . . . n, íàðè÷àìå ïúëíà åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ.

Çàáåëåæêà! Ôóíêöèÿ îò âèäà

f(x1, x2 . . . xn) = xa1i1 .x
a2
2 . . . xakik ,

êúäåòî ai ∈ {0, 1}, çà i = 1 . . . k, íàðè÷àìå åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ. Ôóíê-
öèÿòà îò äåôèíèöèÿòà å ïúëíà, çàùîòî â íåÿ ó÷àñòâàò âñè÷êè ïðîìåíëèâè.

Ïúëíàòà åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ å ïîëåçíà ôóíêöèÿ, çàùîòî òÿ èìà
ñòîéíîñò 1 ñàìî â åäèí åäèíñòâåí ñëó÷àé:

Ëåìà 5.10. Íåêà f(x1, x2 . . . xn) = xa11 .x
a2
2 . . . xann , êúäåòî ai ∈ {0, 1}, çà

i = 1 . . . n.

1. f(x1, . . . xn) ∈ [F ], êúäåòî F = {f1(x, y) = x.y, f2(x, y) = x ∨ y, f3(x) = x}

2. Íåêà (b1 . . . bn) ∈ {0, 1}n. Òîãàâà:

f(b1 . . . bn) = 1⇔ b1 = a1 & b2 = a2 & bn = an.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå äîêàæåì è äâåòå òâúðäåíèÿ ñ èíäóêöèÿ ïî n. Àêî n = 1
òâúðäåíèåòî ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà xa11 . Àêî a1 = 1, òî f(x1) =
x1 = I11 (x) ∈ [F ] è f(b1) = 1 ⇔ b1 = 1. Àêî a1 = 0, òî f(x1) = x1 ∈ [F ] è
f(b1) = 1⇔ b1 = 0.

Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà n. Íåêà f(x1 . . . xn, xn+1) = xa11 .x
a2
2 . . . xann .x

an+1

n+1 .
Òîãàâà f(x1 . . . xn, xn+1) =

(xa11 .x
a2
2 . . . xann ).x

an+1

n+1

å ñóïåðïîçèöèÿ íà f1 ∈ F , êîíþíêöèÿòà, ñ

g(x1 . . . xn) = xa11 .x
a2
2 . . . xann

åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ ñ äúëæèíà n, ðàçøèðåíà äî ôóíêöèÿ íà n+ 1 ïðî-
ìåíëèâè ÷ðåç äîáàâÿíå íà åäíà ôèêòèâía ïðîìåíëèâà (âèæ çàáåëåæêàòà
ïî-ãîðå) è ïðîåêòèðàùàòà ôóíêöèÿ In+1

n+1 (x1 . . . xn+1) ∈ [F ]. Ñúãëàñíî èí-
äóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå g ∈ [F ], ñëåäîâàòåëíî f ∈ [F ].

Íåêà (b1 . . . bn, bn+1) ∈ {0, 1}n+1
.

Ïðåäñòàâÿìå f(b1, . . . bn+1) êàòî

f(b1 . . . bn, bn+1) = (ba11 .b
a2
2 . . . bann ).b

an+1

n+1 .

Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà êîíþíêöèÿ,

(ba11 .b
a2
2 . . . bann ).b

an+1

n+1 = 1⇔ ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1 & b

an+1

n+1 = 1.
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Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäëîæåíèå

ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1⇔ b1 = a1 & b2 = a2 & bn = an.

Ñúãëàñíî áàçîâèÿ ñëó÷àé

b
an+1

n+1 = 1⇔ bn+1 = an+1.

Ñåãà ñìå ãîòîâè äà äîêàæåì òåîðåìàòà íà Áóë.

Òåîðåìà 5.11 (Òåîðåìà íà Áóë). Ìíîæåñòâîòî

F = {f1(x, y) = x.y, f2(x, y) = x ∨ y, f3(x) = x}

å ïúëíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà f ∈ Fn2 . Àêî f(x1 . . . xn) = 0, êîíñòàíòàòà íóëà, òî
f(x1 . . . xn) = x1.x1 = f1(In1 (x1 . . . xn), f3(In1 (x1 . . . xn))).

Íåêà f íå å êîíñòàíòàòà íóëà. Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà ôóíêöèÿ:

g(x1, . . . xn) =
∨

(a1...an)∈{0,1}n&f(a1,...an)=1

xa11 .x
a2
2 . . . xann .

Òàêà g å äèçþíêöèÿ îò ïúëíè åëåìåíòàðíè êîíþíêöèè. Ùå ïîêàæåì, ÷å
g ∈ [F ] è ÷å f = g.

Âñÿêà åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ å îò ñúãëàñíî ïðåäèøíàòà ëåìà [F ].
Òàêà g(x1 . . . xn) =

f2(hi1(x1 . . . xn), f2(hi2(x1 . . . xn), . . . , hik(x1 . . . xn)) . . . ).

Êúäåòî hi1 . . . hik ñà åëåìåíòàðíèòå êîíþíêöèè çà âñåêè îò âåêòîðèòå
αi = (a1, . . . an), çà êîéòî f(αi) = 1. Ñëåäîâàòåëíî g ∈ [F ].

Ñåãà íåêà (b1 . . . bn) ∈ {0, 1}n. Àêî f(b1 . . . bn) = 1 òî ñúãëàñíî ïðåäèø-
íàòà ëåìà g(b1 . . . bn) = ∨

(a1...an)∈{0,1}n&f(a1,...an)=1

ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1.

Àêî g(b1, . . . bn) = 1, òî ïîíå åäíà îò åëåìåíòàðíèòå êîíþíêöèè â g èìà
ñòîéíîñò åäèíèöà, ò.å çà íÿêîé (a1, . . . an) ∈ {0, 1}n, çà êîéòî f(a1 . . . an) = 1,
èìàìå, ÷å:

ba11 .b
a2
2 . . . bann = 1.

Îòíîâî ñúãëàñíî ïðåäèøíàòà ëåìà a1 = b1 & a2 = b2 & . . . an = bn,
ñëåäîâàòåëíî f(b1 . . . bn) = 1. Òàêà f = g è f ∈ [F ].

Îïðåäåëåíèå 5.12. Íåêà f ∈ Fn2 è f íå å êîíñòàíòàòà íóëà. Ïðåäñòàâÿíåòî
íà f âúâ âèäà:

f(x1, . . . xn) =
∨

(a1...an)∈{0,1}n&f(a1,...an)=1

xa11 .x
a2
2 . . . xann

íàðè÷àìå ñâúðøåíà äèçþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà.
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Ñëåäâàùàòà ëåìà ùå íè äàäå âúçìîæíîñò äà äàäåì ìíîãî äðóãè ïðèìåðè
çà áàçèñè:

Òâúðäåíèå 5.13. Íåêà F,G ⊆ F2 ñà òàêèâà, ÷å F ⊆ [G]. Òîãàâà [F ] ⊆ [G].

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà [F ] =
⋃
n∈N Fn, êúäåòî F0 = F ∪ {Ink | 1 ≤ k ≤ n} è

Fn+1 = Fn∪{h | ∃f, g1 . . . gk ∈ Fn(h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)))}.

Íåêà [G] =
⋃
n∈NGn, êúäåòî G0 = G ∪ {Ink | 1 ≤ k ≤ n} è

Gn+1 = Gn∪{h | ∃f, g1 . . . gk ∈ Gn(h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)))}.

Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî n Fn ⊆ [G].
F ⊆ [G] ïî óñëîâèå. {Ink | 1 ≤ k ≤ n} ∈ G0 ⊆ [G]. Ñëåäîâàòåëíî F0 ⊆ [G].

Íåêà Fn ⊆ [G]. Íåêà h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)), êúäå-
òî f, g1 . . . gk ∈ Fn. Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå f ∈ [G] =⋃
n∈NGn. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà m0 òàêîâà, ÷å f ∈ Gm0

. Àíàëîãè÷íî
g1 . . . gk ∈ [G], ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò m1, . . .mk, òàêèâà ÷å gi ∈ Gmi

,
çà i = 1 . . . k. Íåêà m = max(m0,m1 . . .mk). Òîãàâà f, g1 . . . gk ∈ Gm è
h ∈ Gm+1. Ñëåäîâàòåëíî h ∈ [G] è ñëåäîâàòåëíî Fn+1 ⊆ [G].

Êàòî ñëåäñòâèå îò òîâà òâúðäåíèå è òåîðåìàòà íà Áóë ïîëó÷àâàìå, ÷å
ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà ïúëíè:

1. {x.y, x} å ïúëíî, çàùîòî x ∨ y = x.y.

2. {x⊕ y, x.y,1} å ïúëíî, çàùîòî x = x⊕ 1 è x ∨ y = x.y ⊕ x⊕ y.

Âòîðèÿò ïðèìåð çà ïúëíî ìíîæåñòâî çàäàâà äðóã âèä ïðåäñòàâÿíå íà
áóëåâèòå ôóíêöèè:

Îïðåäåëåíèå 5.14. Ôóíêöèÿ îò âèäà:

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxi.xj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn,

êúäåòî ai ∈ {0, 1}, íàðè÷àìå ïîëèíîì íà Æåãàëêèí.

Ñúãëàñíî ïðåäèøíîòî íè íàáëþäåíèå âñÿêà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå ïðåäñ-
òàâè ÷ðåç ïîëèíîì íà Æåãàëêèí, çàùîòî ìíîæåñòâîòî {x⊕ y, x.y,1} å ïúë-
íî.

Íàïðèìåð ïîëèíîìèòå íà Æåãàëêèí çà îñíîâíèòå íè ôóíêöèè ñà:

0 0
1 1
x x
x̄ x⊕ 1
x.y x.y
x ∨ y x.y ⊕ x⊕ y
x→ y x.y ⊕ x⊕ 1
x↔ y x⊕ y ⊕ 1
x⊕ y x⊕ y
x|y x.y ⊕ 1
x ↓ y x.y ⊕ x⊕ y ⊕ 1
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Â îáùèÿ ñëó÷àé, ïîëèíîì íà Æåãàëêèí çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè
èìà ñëåäíèÿò âèä:

f(1x, x2) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a12x1x2.

Âúçìîæíèòå ðàçëè÷íè ïîëèíîìè ïîëó÷àâàìå îò ðàçëè÷íèòå âúçìîæíè
ñòîéíîñòè çà ïàðàìåòðèòå (a0, a1, a2, a1,2) ∈ {0, 1}4. Òàêà ðàçëè÷íèòå ïîëè-
íîì íà Æåãàëêèí ñà 24, òî÷íî òîëêîâà, êîëêîòî ñà áóëåâèòå ôóíêöèè íà 2
àðãóìåíòà. Îò òóê ñëåäâà, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè èìà åäèí-
ñòâåí ïîëèíîì íà Æåãàëêèí.

Òîâà ðàçñúæäåíèå ìîæå äà ñå îáîáùè çà âñÿêà ôóíêöèÿ:

Òåîðåìà 5.15 (Òåîðåìà íà Æåãàëêèí). Âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè ïî åäèíñòâåí íà÷èí âúâ âèäà:

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxixj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn.

êúäåòî ai ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëñòâî. Âå÷å âèäÿõìå, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ èìà òàêîâà ïðåäñòàâÿíå,
çàòîâà äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å òî å åäèíñòâåíî.

I Íà÷èí (Êîìáèíàòîðíî äîêàçàòåëñòâî): Íåêà ðàçãëåäàìå îáùèÿ âèä íà
ïîëèíîì íà Æåãàëêèí íà n ïðîìåíëèâè:

a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxixj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn

Ðàçëè÷íèòå ôóíêöèè íà n àðãóìåíòà èìàò ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ ÷ðåç
ïîëèíîì íà Æåãàëêèí. Ðàçëè÷íèòå ïîëèíîìè íà Æåãàëêèí ñå ïîëó÷àâàò
îò ðàçëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå. Áðîÿò íà êîåôèöèåíòèòå å: 1 -
ñâîáîäåí ÷ëåí, n - êîåôèöèåíòà ïðåä ëèíåéíèòå ñúáèðàåìè,

(
n
2

)
êîåôèöèåí-

òà, ïî åäèí çà âñÿêà äâîéêà ïðîìåíëèâè,
(
n
3

)
êîåôèöèåíòà, ïî åäèí çà âñÿêà

òðîéêà ïðîìåíëèâè,...,
(
n
k

)
êîåôèöèåíòà, ïî åäèí çà âñÿêà k-îðêà ïðîìåíëè-

âè, ...,
(
n
n

)
= 1 êîåôèöèåíò, ïðåä x1x2 . . . xn. Îáùî:

k∑
i=0

(
n

k

)
= 2n,

ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Íþòîí. Âñåêè êîåôèöèåíò ìîæå äà èìà ñòîéíîñò
0 èëè 1. Îáùî ðàçëè÷íèòå ïîëèíîìè íà Æåãàëêèí ñà 22

n

, òî÷íî òîëêîâà
êîëêîòî ñà è áóëåâèòå ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëíî âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ èìà
åäèíñòâåí ïîëèíîì íà Æåãàëêèí.

II Íà÷èí. Äà äîïóñíåì, ÷å f èìà äâå ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ:

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕
⊕

1≤i≤n

aixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxixj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn =

= b0 ⊕
⊕

1≤i≤n

bixi ⊕
⊕

1≤i<j≤n

bijxixj ⊕ · · · ⊕ b12...nx1x2 . . . xn
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Íåêà ai1...ik è bi1...ik ñà ïúðâàòà äâîéêà ðàçëè÷íè êîåôèöèåíòè. Çàìåñò-
âàìå â äâåòå ïðåäñòàâÿíèÿ ñ âåêòîðà (c1 . . . cn), êúäåòî

cj =

{
1, àêî j ∈ {i1 . . . ik};
0, àêî j /∈ {i1 . . . ik}.

Ñúáèðàåìèòå äî òîâà ñ èíäåêñ i1 . . . ik è â äâåòå ïðåäñòàâÿíèÿ ñà åäíàêâè,
íåêà òå ñà ñ îáùà ñòîéíîñò C. Âñè÷êè ñúáèðàåìè ñëåä òîâà ñ èíäåêñ i1 . . . ik
ñå íóëèðàò, çàùîòî â òÿõ ó÷àñòâà êàòî ìíîæèòåë cj çà íÿêîå j /∈ {i1 . . . ik}.
Òàêà f(c1 . . . cn) = C ⊕ ai1...ik = C ⊕ bi1...ik , êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêà-
íåòî, ÷å ai1...ik 6= bi1...ik .

5.3 Çàòâîðåíè ìíîæåñòâà áóëåâè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5.16. Íåêà F ⊆ F2 å ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè. F å
çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, àêî [F ] = F .

Òâúðäåíèå 5.17 (Êðèòåðèé çà çàòâîðåíîñò). Íåêà F ⊆ F2 å ìíîæåñòâî îò
áóëåâè ôóíêöèè. F å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, àêî:

1. ∀n, k ∈ N(1 ≤ k ≤ n⇒ Ink ∈ F ).

2. ∀f, g1 . . . gk ∈ F (h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)) ∈ F )).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî n, Fn ⊆ F , êúäåòî [F ] =
⋃
Fn.

F0 = F ∪ {Ink | 1 ≤ k ≤ n} ⊆ F îò ïúðâàòà òî÷êà â óñëîâèåòî. Íåêà äî-
ïóñíåì, ÷å Fn ⊆ F . Òîãàâà Fn+1 = Fn ∪ {h | ∃f, g1 . . . gk ∈ F (h(x1 . . . xn) =
f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)))} ⊆ F îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå è
âòîðàòà òî÷êà îò óñëîâèåòî.

5.3.1 Áóëåâè ôóíêöèè çàïàçâàùè êîíñòàíòèòå

Îïðåäåëåíèå 5.18. Íåêà f ∈ Fn2 è α1, . . . α2n å ñòàíäàðòíàòà ïîäðåäáà
íà áóëåâèòå âåêòîðè. Êàçâàìå, ÷å f çàïàçâà êîíñòàíòàòà íóëà, àêî f(α1) =
f(0, 0, . . . 0) = 0. Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè áóëåâè ôóíêöèè, êîèòî çàïàçâàò
íóëàòà îçíà÷àâàìå ñ T0.

Êàçâàìå, ÷å f çàïàçâà êîíñòàíòàòà åäèíèöà, àêî f(α2n) = f(1, 1, . . . 1) =
1. Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè áóëåâè ôóíêöèè, êîèòî çàïàçâàò åäèíèöàòà îç-
íà÷àâàìå ñ T1.

Íàïðèìåð x.y, x∨ y ∈ T0 ∩ T1 x⊕ y ∈ T0 \ T1, x↔ y ∈ T1 \ T0, x|y, x ↓ y /∈
T0 ∪ T1.

Òâúðäåíèå 5.19. T0 è T1 ñà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèé çà çàòâîðåíîñò. Íåêà k ≤ n.
Ink (α1) = Ink (0, 0 . . . 0) = 0, ñëåäîâàòåëíî Ink ∈ T0. Íåêà f, g1 . . . gk ∈ T0 è íåêà
h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)). Òîãàâà h(α1) = h(0, 0, . . . 0) =
f(g1(0 . . . 0), . . . gk(0 . . . 0)) = f(0, 0, . . . 0) = 0. Òàêà h ∈ T0 è 0 å çàòâîðåíî.
Àíàëîãè÷íî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å è T1 å çàòâîðåíî.
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5.3.2 Ñàìîäâîéíñòâåíè áóëåâè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5.20. Íåêà f ∈ Fn2 . Äâîéíñòâåíà íà f íàðè÷aìå ôóíêöèÿòà:

f∗(x1 . . . xn) = f(x1, . . . xn).

Â ñëåäâàùàòà òàáëèöà ñà èçáðîåíè íÿêîè îñíîâíè ïðèìåðè çà äâîéêè
ôóíêöèÿ è íåéíàòà äâîéíñòâåíà.

f f∗

0 1
1 0
x x
x x
x.y x ∨ y
x ∨ y x.y
x⊕ y x↔ y
x↔ y x⊕ y
x|y x ↓ y
x ↓ y x|y

Òâúðäåíèå 5.21. Íåêà f ∈ Fn2 . (f∗)∗ = f

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâî.Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà äèðåêòíî îò äå-
ôèíèöèÿòà:

(f∗)∗(x1 . . . xn) = f
∗
(x1, . . . xn) = f(x1, . . . xn) = f(x1 . . . xn).

Òâúðäåíèå 5.22 (Ïðèíöèï çà äâîéíñòâåíîñò). Íåêà f ∈ Fk2 è g1 . . . gk ∈
Fn2 . Íåêà h å ñóïåðïîçèöèÿòà íà f è g1 . . . gk. Òîãàâà

h∗(x1 . . . xn) = f∗(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)).

Äîêàçàòåëñòâî. Îòíîâî òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà.

h∗(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn) . . . gk(x1 . . . xn)) =

= f(g1(x1 . . . xn) . . . gk(x1 . . . xn)) =

= f(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)) = f∗(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)).

Îïðåäåëåíèå 5.23. Íåêà f ∈ Fn2 . f íàðè÷àìå ñàìîäâîéíñòâåíà, àêî f =
f∗. Ñ S îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ñàìîäâîéíñòâåíè ôóíêöèè.

Ïðèìåð çà ñàìîäâîéíñòâåíà ôóíêöèÿ å ôóíêöèÿòà m(x, y, z) = x.y ⊕
y.z ⊕ z.x = x.y ∨ y.z ∨ z.x, êîÿòî ñå íàðè÷à ìåäèàíà.

Òâúðäåíèå 5.24. S å çàòâîðåíî ìíîæåñòâà.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèé çà çàòâîðåíîñò. Íåêà k ≤ n.

(Ink (x1 . . . xn))∗ = Ink (x1, . . . xn) = xk = xk = Ink (x1 . . . xn).

Ñëåäîâàòåëíî Ink ∈ S.
Íåêà f, g1 . . . gk ∈ S è íåêà h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)).

Òîãàâà ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà äâîéíñòâåíîñò:

h∗(x1 . . . xn) = f∗(g∗1(x1 . . . xn) . . . g∗k(x1 . . . xn)) =

= f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xn)) = h(x1 . . . xn).

Òàêà h ∈ S è S å çàòâîðåíî.

5.3.3 Ëèíåéíè áóëåâè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5.25. Íåêà f ∈ Fn2 . Êàçâàìå, ÷å f å ëèíåéíà, àêî f èìà
ëèíååí ïîëèíîì íà Æåãàëêèí. Ò.å. f ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî

f(x1 . . . xn) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ . . . anxn,

êúäåòî ai ∈ {0, 1}. Ñ L îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ëèíåéíè ôóíê-
öèè.

Íàïðèìåð x, x = x⊕1, x⊕y, x↔ y = x⊕y⊕1 ∈ L, x.y, x∨y = x.y⊕x⊕y /∈
L.

Òâúðäåíèå 5.26. L å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèé çà çàòâîðåíîñò. Íåêà k ≤ n.
Ink (x1 . . . xn) = xk. Òîâà å ëèíååí ïîëèíîì íà Æåãàëêèí (ak = 1 è ai = 0 çà
i 6= k), ñëåäîâàòåëíî Ink ∈ L.

Íåêà f, g1 . . . gk ∈ L, f(x1 . . . xk) = b0 ⊕
⊕k

j=1 bjxj è gj(x1 . . . xn) = aj0 ⊕⊕n
i=1 a

j
ixi. Òîãàâà

h(x1 . . . xn) = f(g1(x1 . . . xn), . . . gk(x1 . . . xk)) =

= b0 ⊕
k⊕
j=1

bj(a
j
0 ⊕

n⊕
i=1

ajixi) =

= (b0 ⊕
k⊕
j=1

bja
j
0)⊕ (

k⊕
j=1

bja
j
1)x1 ⊕ . . . (

k⊕
j=1

bja
j
n)xn

.
Òàêà h ∈ L è L å çàòâîðåíî.

5.3.4 Ìîíîòîííè áóëåâè ôóíêöèè

Çà äà äåôèíèðàìå ìîíîòîííèòå áóëåâè ôóíêöèè, äåôèíèðàìå íàðåäáà ìåæ-
äó n-ìåðíèòå âåêòîðè. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å íàðåäáàòà å ÷àñòè÷íà, íå å
ëèíåéíà.
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Îïðåäåëåíèå 5.27. Íåêà α = (a1, . . . an) è β = (b1, . . . bn) ñà n-ìåðíè áóëå-
âè âåêòîðè.

α ≤ β ⇔ a1 ≤ b1 & a2 ≤ b2 & . . . an ≤ bn.
Íåêà f ∈ Fn2 . Êàçâàìå, ÷å f å ìîíîòîííà, àêî çà âñÿêà äâîéêà àðãóìåíòè

α, β ∈ {0, 1}n
α ≤ β ⇒ f(α) ≤ f(β).

Ñ M îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ìîíîòîííè ôóíêöèè.

Íàïðèìåð x, x.y, x ∨ y ∈M , a x, x⊕ y, x↔ y /∈M .
Ïðîâåðêàòà, äàëè åäíà ôóíêöèÿ å ìîíîòîííà, å â îáùèÿ ñëó÷àé ñëîæíà.

Çà äà îïðîñòèì òàçè ïðîâåðêà â ñëó÷àÿ íà áóëåâèòå ôóíêöèè, ùå äîêàæåì
åäíî ñâîéñòâî íà íàðåäáàòà.

Òâúðäåíèå 5.28. Íåêà α, β ∈ {0, 1}n è α ≤ β, α 6= β. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
âåðèãà

α = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk = β

òàêàâà, ÷å αi ñå ðàçëè÷àâà îò αi+1 ñàìî â åäíà ïîçèöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà α = (a1 . . . an) è β = (b1 . . . bn) è íåêà i1, . . . ik ñà
ïîçèöèèòå, çà êîèòî aij 6= bij . Òúé êàòî α ≤ β, aij = 0 è bij = 1 çà j = 1 . . . k.
Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà ðàçëèêèòå, k.

Àêî k = 1, òî òâúðäåíèåòî å â ñèëà, âåðèãàòà å α = α1 ≤ α2 = β. Íåêà
òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà âåêòîðè ñ k ðàçëèêè è íåêà α è β ñå ðàçëè÷àâàò â
k + 1 òî÷êè. Íåêà i å èíäåêñúò íà ïúðâàòà ðàçëèêà. Ðàçãëåæäàìå âåêòîðà
γ = (c1 . . . cn), êúäåòî:

cj =

{
aj , àêî j 6= i;
bj , àêî j = i.

Òàêà γ ñå ðàçëè÷àâà îò α ñàìî â åäíà ïîçèöèÿ, è îò β â k ïîçèöèè (âñè÷êè,
â êîèòî ñå ðàçëè÷àâà è α, ñ èçêëþ÷åíèå íà i-òàòà). Ïî èíäóêöèÿ èìà âåðèãà

γ = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk+1 = β

òàêàâà, ÷å αi ñå ðàçëè÷àâà îò αi+1 ñàìî â åäíà òî÷êà. Òàêà òúðñåíàòà âåðèãà
å:

α ≤ γ = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk+1 = β.

Ñ ïîìîùòà íà òîâà ñâîéñòâî ïîëó÷àâàìå ëåñåí êðèòåðèé çà ðàçïîçíàâà-
íå, äàëè åäíà ôóíêöèÿ å ìîíîòîííà.

Ëåìà 5.29. Íåêà f ∈ Fn2 è f /∈ M . Òîãàâà ñúùåñòâóâàò âåêòîðè α, β ∈
{0, 1}n òàêèâà, ÷å α ≤ β, α è β ñå ðàçëè÷àâàò â òî÷íî åäíà ïîçèöèÿ è
f(α) � f(β).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùîì f /∈ M ñúùåñòâóâàò α′ è β′ òàêèâà, ÷å α′ ≤ β′ è
f(α′) � f(β′). Îò ïðåäèøíîòî òâúðäåíèå ñëåäâà, ÷å èìà âåðèãà

α′ = α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk = β′

òàêàâà, ÷å αi ñå ðàçëè÷àâà îò αi+1 ñàìî â åäíà òî÷êà. Íåêà i å ïúðâèÿò
èíäåêñ òàêúâ, ÷å f(αi) � f(αi+1). Òàêúâ ñúùåñòâóâà, çàùîòî f(α1) � f(αk).
Òîãàâà òúðñåíèòå âåêòîðè ñà α = αi, β = αi+1.

71



Òâúðäåíèå 5.30. M å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèé çà çàòâîðåíîñò. Íåêà k ≤ n.
Ink (x1 . . . xn) = xk å ìîíîòîííà ôóíêöèÿ, çàùîòî àêî (a1 . . . an) ≤ (b1 . . . bn),
òî Ink (a1 . . . an) = ak ≤ bk = Ink (b1 . . . bn) . Ñëåäîâàòåëíî Ink ∈M .

Íåêà f, g1 . . . gk ∈ è (a1 . . . an) ≤ (b1 . . . bn). Òîãàâà gi(a1 . . . an) ≤ gi(b1 . . . bn)
è ñëåäîâàòåëíî,

h(a1 . . . an) = f(g1(a1 . . . an), . . . gk(a1 . . . an)) ≤ f(g1(b1 . . . bn), . . . gk(b1 . . . bn))

= h(b1 . . . bn)

Òàêà h ∈M è M å çàòâîðåíî.

5.4 Òåîðåìà íà Ïîñò-ßáëîíñêè

Òåîðåìà 5.31. Íåêà F ⊆ Fn2 . Ìíîæåñòâîòî F å ïúëíî, òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî

F * T0 & F * T1 & F * S & F *M & F * L.

Äîêàçàòåëñòâî.Íåêà ïúðâî F å ïúëíî. Âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà T0, T1, S, L,M
ñà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà. Íåêà K ∈ {T0, T1, S, L,M}, àêî äîïóñíåì, ÷å F ⊆
K, òî F2 = [F ] ⊆ [K] = K. Òàêà äîñòàòú÷íî å äà ïîñî÷èì ôóíêöèÿ fk /∈ K,
çà äîñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå. x /∈ T0 ∪ T1 ∪M , x.y /∈ S,L. Òàêà àêî F å
ïúëíî, òî F * T0 & F * T1 & F * S & F *M & F * L.

Íåêà ñåãà F * T0 & F * T1 & F * S & F *M & F * L. Íåêà f0 ∈ F \T0,
f1 ∈ F \ T1, fs ∈ F \ S, fl ∈ F \ L è fm ∈ F \M .

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å êîíñòàíòèòå 0,1 ∈ [F ]. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå
g0(x) = f0(x . . . x) = f0(I11 (x), . . . I11 (x)) è g1(x) = f1(x . . . x) = f1(I11 (x), . . . I11 (x)).
f0 /∈ T0, ñëåäîâàòåëíî g0(0) = f0(0 . . . 0) = 1. Àíàëîãè÷íî f1 /∈ T1, ñëåäîâà-
òåëíî g1(1) = f1(1 . . . 1) = 0. Èìàìå ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè çà ñòîéíîñòòà
íà äðóãèÿ àðãóìåíò:

1. g0(1) = 0, g1(0) = 0. Òîãàâà g0(x) = x, g1(x) = 0(x) è g0(g1(x)) = 1(x).

2. g0(1) = 1, g1(0) = 0. Òîãàâà g0(x) = 1(x), g1(x) = 0(x).

3. g0(1) = 1, g1(0) = 1. Òîãàâà g0(x) = 1(x), g1(x) = x è g1(g0(x)) = 0(x).

4. g0(1) = 0, g1(0) = 1. Òîãàâà g0(x) = g1(x) = x. Äà ðàçãëåäàìå ôóí-
êöèÿòà fs /∈ S. Çà íåÿ èìà âåêòîð (a1 . . . an) òàêúâ, ÷å fs(a1 . . . an) 6=
f∗s (a1 . . . an). Íî f∗s (a1 . . . an) = fs(a1 . . . an). Ñëåäîâàòåëíî fs(a1 . . . an) =
fs(a1 . . . an). Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

h(x) = fs(x
a1 , . . . xan).

Ôóíêöèÿòà h å ñóïåðïîçèöèÿ íà fs è h1 . . . hn, êúäåòî

hi(x) =

{
I11 (x), àêî ai = 1;
g0(x), àêî ai = 0.

Òàêà h ∈ [F ] è

h(1) = fs(a1 . . . an) = fs(a1 . . . an) = h(0).

Ñëåäîâàòåëíî h å êîíñòàíòà. Òîãàâà g0(h(x)) å äðóãàòà êîíñòàíòà.
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Òàêà âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå äîêàçàõìå, ÷å 0,1 ∈ [F ].
Âòîðàòà íè öåë å äà äîêàæåì, ÷å x ∈ [F ], êàòî èçïîëçâàìå êîíñòàíòèòå.

Äà ðàçãëåäàìå fm /∈ M . Îò Ëåìà 5.29 ñëåäâà, ÷å èìà âåêòîðè (a1 . . . an) ≤
(b1 . . . bn), ðàçëè÷àâàùè ñå ñàìî â åäíà ïîçèöèÿ, çà êîèòî fm(a1 . . . an) = 1
è fm(b1 . . . bn) = 0. Íåêà ai 6= bi. Äà ðàçãëåäàìå ñóïåðïîçèöèÿòà h íà fm è
h1 . . . hn, êúäåòî

hj(x) =

{
aj , àêî j 6= i;
I11 (x), àêî i = j.

Òàêà h ∈ [F ] è h(0) = 1, h(1) = 0, ñëåäîâàòåëíî h(x) = x.
Íàêðàÿ ùå èçïîëçâàìå íåëèíåéíàòà ôóíêöèÿ, êîíñòàíòèòå è x, çà äà

ïîêàæåì, ÷å x.y ∈ [F ]. Íåêà

fl(x1 . . . xn) = a0 ⊕ a1x1 . . . anxn ⊕ xi1xi2 . . . xik ⊕ . . . ,

êúäåòî xi1xi2 . . . xik å ïúðâèÿò íåëèíååí åëåìåíò îò ïîëèíîìà íà Æåãàëêèí
íà fl. Äà ðàçãëåäàìå ñóïåðïîçèöèÿòà íà fl ñ h1 . . . hn, êúäåòî:

hj(x1, x2) =


I21 (x1, x2), àêî j = i1;
I22 (x1, x2), àêî j = i2;
1(I21 (x1, x2)), àêî j ∈ {i3 . . . ik};
0(I21 (x1, x2), àêî j /∈ {i1 . . . ik}.

Òàêà h ∈ [F ] è h(x, y) = c0 ⊕ c1x ⊕ c2y ⊕ x.y. Àêî c0 = 1, h(x, y) =
h(x, y)⊕ 1 = c1x⊕ c2y ⊕ x.y. Òàêà ÁÎÎ ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å c0 = 0.
Èìàìå ñëåäíèòå âúçìîæíîñòè çà c1 è c2:

1. c1 = 0, c2 = 0, òîãàâà h(x, y) = x.y.

2. c1 = 1, c2 = 0, òîãàâà h(x, y) = x⊕ x.(y ⊕ 1) = x.y.

3. c1 = 0, c2 = 1, òîãàâà h(x, y) = y ⊕ (x⊕ 1).y = x.y.

4. c1 = 1, c2 = 1, òîãàâà h(x, y) = x⊕ y ⊕ (x⊕ 1).(y ⊕ 1)⊕ 1 = x.y.

Òàêà âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå x.y ∈ [F ]. Îò òåîðåìàòà íà Áóë ñëåäâà, ÷å
F2 = [{x, x.y}] ⊆ [F ] è ñëåäîâàòåëíî [F ] å ïúëíî ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 5.32. Åäíà ôóíêöèÿ f ∈ F2 íàðè÷àìå Øåôåðîâà, àêî {f} å
ïúëíî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð çà Øåôåðîâà ôóíêöèÿ å ÷åðòàòà íà Øåôåð x|y. Íàèñòèíà, x|y /∈
T0, x|y /∈ T1, x|y /∈ S, x|y /∈M , x|y /∈ L, òàêà îò òåîðåìàòà íà Ïîñò-ßáëîíñêè
ñëåäâà, ÷å {x|y} å ïúëíî.

Òâúðäåíèå 5.33. Íåêà f ∈ Fn2 . f å Øåôåðîâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
f /∈ T0 ∪ T1 ∪ S.

Äîêàçàòåëñòâî. Åäíàòà ïîñîêà ñëåäâà îò òåîðåìàòà íà Ïîñò-ßáëîíñêè.
Íåêà f /∈ T0 ∪ T1 ∪ S. Òîãàâà f(0, . . . 0) = 1, f(1, . . . 1) = 0, è òúé êàòî
(0 . . . 0) ≤ (1 . . . 1), f /∈M .
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Íåêà äîïóñíåì, ÷å f ∈ L. Òîãàâà f(x1 . . . xn) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ · · · ⊕ anxn.
f(0 . . . 0) = 1, ñëåäîâàòåëíî a0 = 1. f(1, . . . 1) = 0, ñëåäîâàòåëíî a0 ⊕ a1 ⊕
· · · ⊕ an = 0. Íî òîãàâà

f∗(x1 . . . xn) = f(x1, . . . xn) = 1⊕ a0 ⊕ a1(x1 ⊕ 1)⊕ · · · ⊕ an(xn ⊕ 1) =

= 1⊕ a0 ⊕ a1 ⊕ an ⊕ a1x1 ⊕ · · · ⊕ anxn = 1⊕ a1x1 ⊕ · · · ⊕ anxn = f(x1 . . . xn),

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà f /∈ S.
Òàêà f /∈ L è îò òåîðåìàòà íà Ïîñò-ßáëîíñêè ñëåäâà, ÷å f å Øåôåðîâà.

5.5 Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå

Çàäà÷à 1. Êîëêî ñà n-ìåñòíèòå áóëåâè ôóíêöèè?

Çàäà÷à 2. Ïðåäñòàâåòå âñÿêà îò ñëåäíèòå ôóíêöèè ñ ïîìîùòà íà òàáëèöà:

1. (x→ y)→ y

2. (x→ y)(y → x)

3. x⊕ 1

4. xy ⊕ x⊕ 1

5. xy ⊕ x⊕ y

6. xy ∨ xy

7. xy ∨ xy

8. x→ y

Çàäà÷à 3. Íàïèøåòå âåêòîðà îò ñòîéíîñòè çà âñÿêà îò ñëåäíèòå ôóíêöèè:

1. (x→ y)⊕ ((y → z)→ xy)

2. (x↔ y)→ (xz → y)→ xz

3. ((x→ y)⊕ (x→ yz))|(x ↓ y)

4. ((x ↓ y)|z) ↓ y

Çàäà÷à 4. Äîêàæåòå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà.

1. Êîíñòàíòè: x ∨ 1 = x → 1 = 0 → x = x ∨ x = 1 ,x ∧ 0 == xx = 0,
x ∨ 0 = x.1 = 1↔ x = x⊕ 0 = x, x→ 0 = x↔ 0 = x⊕ 1 = x.

2. Êîìóòàòèâíîñò: xy = yx, x ∨ y = y ∨ x, x⊕ y = y ⊕ x, x↔ y = y ↔ x

3. Àñîöèàòèâíîñò: (xy)z = x(yz), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x ⊕ y) ⊕ z =
x⊕ (y ⊕ z).
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4. Îòðèöàíèå: x = x, xy = x ∨ y, x ∨ y = xy.

5. Äèñòðèáóòèâíîñò: x(y ∨ z) = xy ∨ xz, x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz, x ∨ yz =
(x ∨ y)(x ∨ z).

6. Ïîãëúùàíå: x(x ∨ y) = x ∨ xy = x.

7. Ïðåäñòàâÿíå ÷ðåç {.,∨, }: x→ y = x∨ y, x→ y = xy, x↔ y = xy ∨ xy,
x⊕ y = xy ∨ xy, x|y = xy = x ∨ y, x ↓ y = x ∨ y = xy.

8. Ïðåäñòàâÿíå ÷ðåç {.,⊕, 1}: x∨y = xy⊕x⊕y,x = x⊕1, x→ y = xy⊕x⊕1,
x↔ y = x⊕ y ⊕ 1, x|y = xy ⊕ 1, x ↓ y = xy ⊕ x⊕ y ⊕ 1.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðåòå äàëè f = g, êúäåòî:

1. f = (x ∨ y) ↓ (x→ (y → z)), g = y → (x ∨ z);

2. f = (x→ y)⊕ ((y → z)→ xy), g = yz → x;

3. f = (x ∨ y) ↓ (x→ (y → z)), g = y → (x ∨ z);

4. f = (x ↓ y) ∨ (x↔ z)|(x⊕ yz), g = x(yz) ∨ x→ z

5. f = ((x ∨ y)z → ((x↔ z)⊕ y))((x⊕ y)z), g = (x→ yz)x→ y;

6. f = (x ∨ y)→ ((y|z)→ (x↔ xz)), g = xy ∨ (x→ xy → z);

7. f = (x→ y)→ (xy ↔ (x⊕ y)), g = (xy → x)→ y;

8. f = (xy ∨ (x→ yz))↔ ((x→ y)→ z), g = (x→ y)⊕ (y ⊕ z).

Çàäà÷à 6. Íàìåðåòå ñúâúðøåíà äèçþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà íà:

1. f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)→ x3;

2. f(x1, x2, x3) = (x1 → x2)⊕ (x1|x2x3);

3. f(x1, x2) = (0010)

4. f(x1, x2, x3) = (10100010);

5. f(x1, x2, x3) = (10101111);

6. f(x1, x2, x3) = (00001111);

7. f(x1, x2, x3, x4) = (x1 → x2x3x4)(x3 → x1x2);

8. f(x1, x2, x3, x4) = (1001000110000101);

Çàäà÷à 7. Íàìåðåòå ïîëèíîìà íà Æåãàëêèí íà:

1. f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)→ x3;

2. f(x1, x2, x3) = (x1 → x2)⊕ (x1|x2x3);

3. f(x1, x2) = (0010)
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4. f(x1, x2, x3) = (10100010);

5. f(x1, x2, x3) = (10101111);

6. f(x1, x2, x3) = (00001111);

7. f(x1, x2, x3, x4) = (x1 → x2x3x4)(x3 → x1x2);

8. f(x1, x2, x3, x4) = (1001000110000101);

Çàäà÷à 8. Ïðîâåðåòå äàëè f å äâîéíñòâåíà íà g:

1. f(x, y) = x→ y, g(x, y) = xy;

2. f(x, y) = (x→ y)→ (y → x), g(x, y) = (x→ y)(y → x);

3. f(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z, g(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z;

4. f(x, y, z) = xy ∨ z, g(x, y, z) = x(y ∨ z)

5. f(x, y, z) = xy ⊕ xz ⊕ yz,g(x, y, z) = xy ∨ xz ∨ yz;

6. f(x, y, z) = xy → z, g = xyz;

7. f(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z)t ∨ xyz,g(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z)t ∨ xyz;

8. f(x, y, z, t) = (x → y)(z → t), g(x, y, z, t) = (x → z)(x → t)(y → z)(y →
t).

Çàäà÷à 9. Íàìåðåòå ïîëèíîìà íà Æåãàëêèí íà f∗ àêî:

1. f = (10101010)

2. f = (111001111)

3. f = (1011011101111111)

Çàäà÷à 10. Íàìåðåòå áðîÿ íà n-ìåñòíèòå áóëåâè ôóíêöèè, êîèòî ñà îò

1. T0, T1;

2. T0 \ T1

3. T0 ∪ T1

Çàäà÷à 11. Ïðîâåðåòå äàëè f ∈ T0, T1:

1. f = x1 ⊕ x2 ⊕ . . . xn;

2. 1⊕ (x1 → x2)(x2 → x3) . . . (xn → x1);

3. f =
⊕

1≤i<j≤n xi ∨ xj ;

Çàäà÷à 10. Íàìåðåòå áðîÿ íà n-ìåñòíèòå áóëåâè ôóíêöèè, êîèòî ñà îò
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1. S;

2. T0 ∩ S

3. T0 ∩ T1 ∩ S

4. (T0 \ T1) ∩ S

Çàäà÷à 11. Ñàìîäâîéíñòâåíè ëè ñà ñëåäíèòå ôóíêöèè:

1. xy ∨ yz ∨ zx;

2. x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x3x1 ⊕ x2 ⊕ x3

3. (x1 → x2)⊕ (x2 → x3)⊕ (x3 → x1)⊕ x3;

4. x1x2 ⊕ x3(x1 ∨ x2)

5. (1110011100011000);

Çàäà÷à 12. Ëèíåéíè ëè ñà ñëåäíèòå ôóíêöèè:

1. xy(x↔ y);

2. xyz ∨ xz;

3. xyz ⊕ x(yz)⊕ x(y ∨ z);

4. (11100011)

5. xy ⊕ yz ⊕ xz ⊕ xyz ⊕ xyz.

Çàäà÷à 13. Íàìåðåòå áðîÿ íà n-ìåñòíèòå áóëåâè ôóíêöèè, êîèòî ñà îò

1. L

2. L ∩ T0

3. L ∩ T1

4. L ∩ S

Çàäà÷à 14. Ìîíîòîííè ëè ñà ñëåäíèòå ôóíêöèè:

1. (x1 ⊕ x2) ∧ (x1 ↔ x2);

2. x1(x2 ∨ x2);

3. (00011101)

4. (0001110111111111)

5. x1x2 ⊕ x3(x1 ∨ x2)

6. (x1 → x2)⊕ (x2 → x3)⊕ (x3 → x1)⊕ x3;
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Çàäà÷à 15. Íàìåðåòå áðîÿ íà n-ìåñòíèòå áóëåâè ôóíêöèè, êîèòî ñà îò

1. M \ T0

2. M \ T1

3. M \ (T0 ∪ T1)

Çàäà÷à 16. Îïðåäåëåòå äàëè ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ôóíêöèè ñà ïúëíè è
îïðåäåëåòå âñè÷êè òåõíè áàçèñè.

1. F = {xy, x ∨ y, x⊕ y, xy ∨ yz ∨ zx}

2. F = {xy, x ∨ y, x⊕ y ⊕ z ⊕ 1}

3. F = {xy(x⊕ y), xy ⊕ x⊕ y, 1, xy ⊕ yz ⊕ xz}

4. F = {x, 1, x(y ↔ z)⊕ x(y ⊕ z), x⊕ y ⊕ z}

5. F = {f1 = (11), f2 = (0110), f3 = (00110111)}

6. F = {x→ y, x⊕ y}

7. F = {x|y}

8. F = {f1 = (10000001), f2 = (0110), f3 = (01101001)}

9. F = {xy ⊕ z, x⊕ y ⊕ 1, xy, x}

10. F = {xy, xy ∨ z, x⊕ y ⊕ z, x→ y, x↔ y}.
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Ãëàâà 6

Ãðàôè è àëãîðèòìè çà

ãðàôè

6.1 Îñíîâíè äåôèíèöèè

Äàäåíà å êàðòà íà áàëêàíñêèÿ ïîëóîñòðîâ.

Êàêúâ ìèíèìàëåí áðîé öâåòîâå òðÿáâà äà ñå èçïîëçâàò, çà äà íÿìà äâå
ñúñåäíè ñòðàíè, îöâåòåíè ñ åäèí è ñúùè öâÿò? Ìîæå ëè äà ñå íàìåðè ìàð-
øðóò òàêà, ÷å äà ìèíåì ïðåç âñÿêà ñòðàíà òî÷íî ïî âåäíúæ? Ìîæå ëè äà ñå
íàìåðè ìàðøðóò, êîéòî ñòàðòèðà â Áúëãàðèÿ è ïðåêîñÿâà âñè÷êè ãðàíèöè
òî÷íî ïî âåäíúæ, êàòî çàâúðøâà îòíîâî â Áúëãàðèÿ? Âñåêè îò òåçè âúïðîñè
å ñâúðçàí ñ ïîíÿòèåòî ãðàô è ñ àëãîðèòìè ñâúðçàíè ñ íåãî.

Ïðåäè âñè÷êî, çà äà îòãîâîðèì íà íÿêîé îò âúïðîñèòå, íå íè å íåîáõîäè-
ìà ïúëíàòà èíôîðìàöèÿ, êîÿòî ñå çàäàâà ñ ïîìîùòà íà êàðòàòà. Íàïðèìåð
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íå íè èíòåðåñóâà, êàêâà å ôîðìàòà íà äúðæàâàòà Ñúðáèÿ. Åäèíñòâåíîòî,
êîåòî å íåîáõîäèìî êàòî èíôîðìàöèÿ å - êîè ñà äúðæàâèòå íà áàëêàíñêèÿ
ïîëóîñòðîâ è êîÿ å ñâúðçàíà ñ êîÿ.

Slo

Cro

BH

Mon

Alb

Serb

Mac

Gr

Rom

Bul

Tur

Îïðåäåëåíèå 6.1. Êðàåí (íåîðèåíòèðàí ) ãðàô íàðè÷àìå íàðåäåíà äâîéêà
ìíîæåñòâà G = (V,E), êúäåòî V å êðàéíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî îò âúðõîâå,
à E å ìíîæåñòâî îò äâó-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà V , êîèòî íàðè÷àìå
ðåáðà.

Òàêà ãîðíèÿò ïðèìåð çàäàâà ãðàôà G = (V,E), êúäåòî

V = {Slo, Cro,BH,Mon,Alb, Serb,Mac,Gr,Rom,Bul, Tur}

E = {{Slo, Cro} , {Cro,BH} , {Cro, Serb} , {BH,Mon} , {BH,Serb} , {Mon,Alb} ,
{Mon, Serb} , {Alb, Serb} , {Alb,Mac} , {Alb,Gr} , {Serb,Mac} , {Serb,Rom} ,
{Serb,Bul} , {Mac,Gr} , {Mac,Bul} , {Gr,Bul} , {Gr, Tur} , {Rom,Bul} , {Bul, Tur}}

6.1.1 Ïðåäñòàâÿíå íà ãðàôè

Ùå èëþñòðèðàìå ðàçëè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà ãðàôè âúðõó ñëåäíèÿ ïðè-
ìåðåí ãðàô:

G = ({1, 2, 3, 4, 5} , {{1, 2} , {2, 4} , {2, 5} , {3, 4} , {3, 5}})

Ãðàôè÷íî ïðåäñòàâÿíå

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ãðàô ïðèëè÷à íà ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà
ðåëàöèÿ. Ðàçëèêàòà å, ÷å âìåñòî äà èçïîëçâàìå ñòðåëêè ñâúðçâàùè äâà âú-
çåëà, êîèòî ñà â ðåëàöèÿ, èçïîëçâàìå íåîðèåíòèðàíè äúãè.

Äâà âúðõà u, v ∈ V â ãðàô íàðè÷àìå ñúñåäíè, àêî ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî,
ò.å. {u, v} ∈ E. Çà âñåêè âðúõ îò ãðàôà ïîñòàâÿìå ïî åäèí âúçåë, à âúçëèòå,
ñúîòâåòñòâàùè íà ñúñåäíè âúðõîâå, ñâúðçâàìå ñ äúãà.

80



1 2 3

4 5

Òàáëè÷íî ïðåäñòàâÿíå

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå å óäîáíî çà ðàáîòà, çàùîòî íè äàâà âèçóàëíà ïðåä-
ñòàâà çà ñòðóêòóðàòà íà ãðàôà. Àêî îáà÷å òðÿáâà äà ñúõðàíèì èíôîðìàöèÿ-
òà çà äàäåí ãðàô â êîìïþòúðíà ïðîãðàìà, òîâà ïðåäñòàâÿíå íå å ïîäõîäÿùî.
Îòíîâî, êàêòî ïðè ðåëàöèèòå, èìàìå è àëòåðíàòèâíî òàáëè÷íî ïðåäñòàâÿíå
íà ãðàô, ÷ðåç òàêà íàðå÷åíàòà ìàòðèöà íà ñúñåäñòâî. Â îáùèÿ ñëó÷àé, àêî
G = (V,E) å ãðàô è V = {v1 . . . vn}, ìàòðèöàòà íà ñúñåäñòâî å êâàäðàò-
íà ìàòðèöà M = (mi,j)1≤i,j≤n, ñ ðàçìåðíîñò- áðîÿ íà âúðõîâåòå, |V | = n,
êúäåòî

mi,j =

{
1, àêî {vi, vj} ∈ E;
0, àêî {vi, vj} /∈ E.

Ìàòðèöàòà íà ñúñåäñòâî íà ïðèìåðíèÿ ãðàô å:

∗ 1 2 3 4 5
1 0 1 0 0 0
2 1 0 0 1 1
3 0 0 0 1 1
4 0 1 1 0 0
5 0 1 1 0 0

Ïðåäñòàâÿíå ÷ðåç ñïèñúê íà ñúñåäñòâî

Â íÿêîè ñëó÷àè ïî-óäîáíî å äà ðàçïîëàãàìå ñ èíôîðìàöèÿòà, êîÿòî îïèñâà
åäèí ãðàô, â äðóãà ôîðìà. Èçðåæäàìå âñè÷êè âúðõîâå íà ãðàôà â ñïèñúê.
Ñ âñåêè âðúõ v, ñâúðçâàìå ñïèñúê îò âúðõîâåòå u òàêèâà, ÷å {u, v} ∈ E, ò.å
ñïèñúêúò îò íåãîâèòå ñúñåäè.

Ñïèñúêúò íà ñúñåäñòâî íà ïðèìåðíèÿ ãðàô å:

1 → 2
2 → 1 4 5
3 → 4 5
4 → 2 3
5 → 2 3

6.1.2 Íÿêîè îñíîâíè õàðàêòåðèñòèêè íà ãðàô

Îïðåäåëåíèå 6.2. Íåêà G = (V,E) è G′ = (V ′, E′) ñà ãðàôè. Êàçâàìå, ÷å
G å èçîìîðôåí íà G′, è ïèøåì G ∼= G′, àêî ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ f : V → V ′

òàêàâà, ÷å çà âñÿêà äâîéêà âúðõîâå u, v ∈ V ,

{u, v} ∈ E ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E′.
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Äâà èçîìîðôíè ãðàôà íå ñå ðàçëè÷àâàò ïî íèùî äðóãî, îñâåí íàèìåíî-
âàíèåòî íà òåõíèòå âúðõîâå. Çàòîâà íèå ùå îòúæäåñòâÿâàìå èçîìîðôíèòå
ãðàôè.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Íåêà G = (V,E) å ãðàô è v ∈ V . Ñòåïåí íà âúðõà v,
d(v), íàðè÷àìå áðîÿò íà ðåáðàòà, íà êîèòî v å êðàé:

d(v) = |{e ∈ E | v ∈ e}|.

Ñòåïåí íà ãðàôà G, d(G), å ñóìàòà îò ñòåïåíèòå íà íåãîâèòå âúðõîâå:

d(G) =
∑
v∈V

d(v).

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå, êîåòî å ïðîñòî íàáëþäåíèå, äàâà âðúçêàòà ìåæ-
äó ñòåïåíòà íà ãðàô è áðîÿ íà íåãîâèòå ðåáðà.

Òâúðäåíèå 6.4. Íåêà G = (V,E) å ãðàô.

d(G) = 2|E|

Äîêàçàòåëñòâî. d(G) =
∑
v∈V d(v) =

∑
v∈V |{e ∈ E | v ∈ e}|. Òàêà, àêî e å

ðåáðîòî e = {u, v}, òî e ñå áðîè òî÷íî äâà ïúòè: âåäíúæ â ñòåïåíòà íà u è
âåäíúæ â ñòåïåíòà íà v. Òàêà d(G) = 2|E|.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Íåêà G = (V,E) å ãðàô è u, v ∈ V . Ïúò â G ñ äúëæèíà
k îò u äî v, íàðè÷àìå ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âúðõîâå u = v0, v1, . . . vk = v
òàêèâà, ÷å:

1. {vi, vi+1} = ei ∈ E çà âñÿêî i = 0 . . . k − 1;

2. ei 6= ej çà âñÿêî i 6= j.

Çàáåëåæåòå, ÷å ñúãëàñíî ãîðíàòà äåôèíèöèÿ, çà âñåêè âðúõ v ∈ V èìà
òðèâèàëåí ïúò îò v äî v ñ äúëæèíà 0.

Ïðîñò ïúò, ùå íàðè÷àìå ïúò, â êîéòî íÿìà ïîâòàðÿù ñå âðúõ. Â ñèëà å
ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 6.6. Íåêà G = (V,E) å ãðàô è u = v0, v1, . . . vk = v ñà âúðõîâå
â G òàêèâà, ÷å çà âñÿêî i = 0 . . . k − 1, {vi, vi+1} ∈ E. Òîãàâà â G èìà ïðîñò
ïúò îò u do v.

Äîêàçàòåëñòâî.Ùå îïèøåì àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ïðîñò ïúò. Àêî u =
v, òî èìà ïúò îò u äî v, òðèâèàëíèÿò ïúò ñ äúëæèíà 0. Òîé å ïðîñò, çàùîòî
ñúäúðæà ñàìî åäèí âðúõ.

Äîêàòî â P èìà ïîâòàðÿù ñå âðúõ, íåêà i e ïîçèöèÿòà íà ïúðâèÿ âðúõ,
êîéòî ñå ïîâòàðÿ â P . Íåêà j å ïîñëåäíàòà ïîçèöèÿ, íà êîÿòî ñå ñðåùà
âúðõà vi. Òàêà

P = (v0 . . . vi−1, vi, vi+1, . . . vj−1, vi, vj+1 . . . vk).

Òîãàâà çàìåíÿìå P ñ

P = (v0 . . . vi−1, vi, vj+1 . . . vk).
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Àëãîðèòúìúò ïðåäñòàâëÿâà öèêúë, ïðè âñÿêî çàïî÷âàíå íà êîéòî, P å
ðåäèöà îò âúðõîâå òàêèâà, ÷å ïúðâèÿò å u, ïîñëåäíèÿò å v è âñåêè äâà
âúðõà íà ñúñåäíè ïîçèöèè ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî. Íàèñòèíà, òúé êàòî u 6= v,
òî èëè i 6= 0, èëè j 6= k. Ïðè âñÿêî ïðåìèíàâàíå â öèêúëà, äúëæèíàòà íà
òàçè ðåäèöà íàìàëÿâà ñ j − i > 0, ñëåäîâàòåëíî ñëåä êðàåí áðîé ñòúïêè
àëãîðèòúìúò ùå çàâúðøè è â P ùå èìà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò âúðõîâå u =
v0 . . . vk′ = v òàêèâà, ÷å:

1. {vi, vi+1} = ei ∈ E çà âñÿêî i = 0 . . . k′ − 1;

2. vi 6= vj çà âñÿêî i 6= j, à ñëåäîâàòåëíî è ei 6= ej çà i = 0 . . . k′ − 1.

Ùå êàçâàìå, ÷å äâà âúðõà â ãðàô ñà ñâúðçàíè, àêî èìà ïúò ìåæäó òÿõ.
Ðåëàöèÿòà, êîÿòî ñå ïîðàæäà îò òîâà ïîíÿòèå, å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Òâúðäåíèå 6.7. Íåêà G = (V,E). Òîãàâà C = {(u, v) | u å ñâúðçàí ñ v} å
ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò íàä V .

Äîêàçàòåëñòâî. Âñåêè âðúõ v ∈ V å ñâúðçàí ñúñ ñåáå ñè ïîñðåäñòâîì òðè-
âèàëíèÿò ïúò ñ äúëæèíà 0, òàêà (v, v) ∈ C è ðåëàöèÿòà C å ðåôëåêñèâíà.

Íåêà (u, v) ∈ C. Íåêà u = v0, v1 . . . vk = v å ïúò îò u äî v. Òîãàâà v =
vk, vk−1, . . . v1, v0 = u å ïúò îò v äî u, òàêà (v, u) ∈ C è C å ñèìåòðè÷íà.

Íåêà (u, v) ∈ C è (v, w) ∈ C. Íåêà u = v0, v1 . . . vk = v å ïúò îò u
äî v è v = w0, w1 . . . wm = w å ïúò îò v äî w. Òîãàâà u = v0, v1 . . . vk =
w0, w1 . . . wm = w å ðåäèöà îò âúðõîâå, òàêèâà ÷å âñåêè äâà âúðõà íà ñúñåäíè
ïîçèöèè ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî. Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 6.6 èìà ïúò (äîðè ïðîñò
ïúò) îò u äî w, òàêà (u,w) ∈ C è C å òðàíçèòèâíà.

Ðåëàöèÿòà C ðàçäåëÿ V íà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò, êîèòî íàðè÷àìå
ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íà ãðàôà G.

Åäèí ãðàôG íàðè÷àìå ñâúðçàí, àêî èìà ñàìî åäíà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà,
ò.å. âñåêè äâà âúðõà â G ñà ñâúðçàíè.

6.1.3 Öèêëè. Îéëåðîâ è Õàìèëòîíîâ öèêúë.

Îñâåí òðèâèàëíèÿ ïúò ñ äúëæèíà 0, îò âðúõ v äî v â ãðàô, âúçìîæíî å äà
èìà è ïî-äúëãè ïúòèùà. Ðàçáèðà ñå, ïúò îò v äî v ñ äúëæèíà 1 íå ìîæå äà
èìà, çàùîòî ðåáðàòà ñà âèíàãè ñ ïî äâà ðàçëè÷íè âúðõà. Íå ìîæå äà èìà
è ïúò îò v do v ñ äúëæèíà 2, çàùîòî âñåêè äâå ðåáðà â ïúò òðÿáâà äà ñà
ðàçëè÷íè. Òàêà íàé-êúñèÿò íåòðèâèàëåí ïúò îò v äî v å ñ äúëæèíà 3.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Íåêà G = (V,E) å ãðàô è v ∈ V . Ïúò â G ñ äúëæèíà
k ≥ 3 îò v äî v, íàðè÷àìå öèêúë â G ïðåç v.

Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñïåöèàëíè âèäà öèêúë â ãðàô. Ïúðâèÿò ìèíàâà ïðåç
âñÿêî ðåáðî òî÷íî ïî âåäíúæ, âòîðèÿò ïðåç âñåêè âðúõ òî÷íî ïî âåäíúæ.

Îïðåäåëåíèå 6.9. Íåêà G = (V,E) å ãðàô è v ∈ V . Öèêúë ïðåç v, êîéòî
ñúäúðæà âñÿêî ðåáðî e ∈ E òî÷íî ïî âåäíúæ íàðè÷àìå Îéëåðîâ öèêúë.
Ãðàô, êîéòî ñúäúðæà Îéëåðîâ öèêúë, íàðè÷àìå Îéëåðîâ ãðàô.

Ñëåäíèÿò ãðàô å Îéëåðîâ.
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2 3

4

56

Îéëåð å íàìåðèë ïúëíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà Îéëåðîâèòå ãðàôè:

Òåîðåìà 6.10. Íåêà G = (V,E) å ñâúðçàí ãðàô. G å Îéëåðîâ òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî âñåêè âðúõ â G èìà ÷åòíà ñòåïåí.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà G å Îéëåðîâ è íåêà v = v0, v1 . . . vk = v å Îéëåðîâ
öèêúë â G. Âñÿêî ñðåùàíå íà âðúõ u â ðåäèöàòà v0 . . . vk−1 ñúîòâåòñòâà íà
äâå ðåáðà ïðåç u: àêî u = v0, ðåáðàòà ñà {v0, v1} è {vk−1, v0}; àêî u = vi è
i0 < i < k, ðåáðàòà ñà {vi, vi+1} è {vi−1, vi}. Òúé êàòî âñè÷êè ðåáðà â ãðàôà
ñå ñðåùàò òî÷íî ïî âåäíúæ â öèêúëà, ñòåïåíòà íà ïðîèçâîëåí âðúõ u ∈ V
å ðàâíà íà äâà ïúòè áðîÿ íà ñðåùàíèÿòà íà u â öèêúëà. Òàêà d(u) å ÷åòíî
÷èñëî.

Íåêà ñåãà G å ñâúðçàí ãðàô, â êîéòî âñåêè âðúõ èìà ÷åòíà ñòåïåí è
u ∈ V . Ùå ïîñòðîèì Îéëåðîâ öèêúë C ïðåç u.

Îáÿâÿâàìå u çà òåêóù âðúõ t, C = (u).
1. Äîêàòî èìà íåîáõîäåíî ðåáðî e = {t, v} ïðåç t, äîáàâÿìå êúì C,

îáÿâÿâàìå e çà îáõîäåíî è v çà òåêóù âðúõ t.
Òúé êàòî ïðè âñÿêî ïðåìèíàâàíå ïðåç öèêúëà, áðîÿò íà íåîáõîäåíèòå

ðåáðà íàìàëÿâà, öèêúëúò ùå çàâúðøè ñëåä êðàåí áðîé ñòúïêè k, è C =
(u = v0, v1, . . . vk). Ïðè òîâà òâúðäèì, ÷å vk = u. Íàèñòèíà, äà äîïóñíåì, ÷å
vk 6= u. Òúé êàòî àëãîðèòúìúò çàâúðøâà, âñè÷êè ðåáðà ïðåç vk ñà îáõîäåíè
è íà k+ 1-âà ñòúïêà íÿìà íåîáõîäåíè ðåáðà ïðåç vk. Íà ñòúïêà, íà êîÿòî vk
ñòàâà òåêóù, îáõîæäàìå åäíî ðåáðî ïðåç vk è áðîÿò íà îáõîäåíèòå ðåáðà ïðåç
vk å íå÷åòåí. Íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà, àêî vk ïðåñòàíå äà å òåêóù, îáõîæäàìå
âòîðî ðåáðî ïðåç vk áðîÿò íà îáõîäåíèòå ðåáðà ïðåç vk ñòàâà ÷åòåí. Òàêà íà
ïîñëåäíàòà ñòúïêà, íà êîÿòî vk ñòàâà òåêóù, áðîÿò íà îáõîäåíèòå ðåáðà ïðåç
vk å íå÷åòåí, íî òîãàâà àëãîðèòúìúò çàâúðøâà, çàùîòî íÿìà êàê äà ñå èçáåðå
ñëåäâàù òåêóù âðúõ, âñè÷êè ðåáðà ïðåç vk ñà îáõîäåíè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ïðåç vk èìà íå÷åòåí áðîé ðåáðà, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ÷åòíîñòòà íà ñòåïåíòà
íà vk.

2. Ñëåäîâàòåëíî vk = u è C å öèêúë. Àêî C ñúäúðæà âñè÷êè ðåáðà,
C å Îéëåðîâ öèêúë. Èíà÷å, C ñúäúðæà ïîíå åäèí âðúõ vi, êîéòî å êðàé íà
íåîáõîäåíî ðåáðî. Òîâà ñëåäâà îò ñâúðçàíîñòòà íà ãðàôà. Ïîâòàðÿìå öèêúëà
1. ñ íà÷àëåí âðúõ vi êàòî ñòðîèì íîâ öèêúë C ′ = (vi = u0, u1, . . . um = vi).
Çàìåíÿìå C ñ öèêúëà

C = (v0 . . . vi−1, vi = u0, u1, . . . um = vi, vi+1, . . . vk)

è îòíîâî ñå âðúùàìå íà òî÷êà 2.
Âòîðèÿò âúíøåí öèêúë ñúùî ùå çàâúðøè, çàùîòî ïðè âñÿêî ïðåìèíàâà-

íå ïðåç íåãî, áðîÿò íà íåîáõîäåíèòå ðåáðà íàìàëÿâà. Òàêà â êðàéíà ñìåòêà
C ñúäúðæà Îéëåðîâ öèêúë.
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Àêî ïðèëîæèì àëãîðèòúìà êúì ïðèìåðíèÿ ãðàô ñ íà÷àëåí âðúõ 1 ïî-
ëó÷àâàìå ñëåäíàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ñòúïêè:

1. C = (1), t = 1.

1

2 3

4

56

2. C = (1, 2), t = 2.

1

2 3

4

56

3. C = (1, 2, 3), t = 3.

1

2 3

4

56

4. C = (1, 2, 3, 4), t = 4.

1

2 3

4

56

5. C = (1, 2, 3, 4, 5), t = 5.

1

2 3

4

56

6. C = (1, 2, 3, 4, 5, 3), t = 3.

1

2 3

4

56

7. C = (1, 2, 3, 4, 5, 3, 6), t = 6.

1

2 3

4

56

8. C = (1, 2, 3, 4, 5, 3, 6, 1), t = 1.

1

2 3

4

56

Ñåãà C å öèêúë, íî íå ñúäúðæà âñè÷êè ðåáðà. Ñòàðòèðàìå àëãîðèòúìà
îòíîâî ñ íà÷àëåí âðúõ 2, çàùîòî èìà íåîáõîäåíî ðåáðî ñ êðàé 2:
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1.C ′ = (2), t = 2.

1

2 3

4

56

2. C ′ = (2, 5), t = 5.

1

2 3

4

56

3. C ′ = (2, 5, 6), t = 6.

1

2 3

4

56

4. C ′ = (2, 5, 6, 2), t = 2.

1

2 3

4

56

Îò C = (1, 2, 3, 4, 5, 3, 6, 1) è C ′ = (2, 5, 6, 2) ñòðîèì öèêúëà C = (1, 2, 5, 6, 2, 3, 4, 5, 6, 1).
Òîâà å âå÷å Îéëåðîâ öèêúë.

Îïðåäåëåíèå 6.11. Íåêà G = (V,E) å ãðàô è v ∈ V . Öèêúë ïðåç v, êîéòî
ñúäúðæà âñåêè âðúõ v ∈ V òî÷íî ïî âåäíúæ íàðè÷àìå Õàìèëòîíîâ öèêúë.
Ãðàô, êîéòî ñúäúðæà Õàìèëòîíîâ öèêúë, íàðè÷àìå Õàìèëòîíîâ ãðàô.

Çà ðàçëèêà îò Îéëåðîâèòå ãðàôè, íÿìàìå äîáðà õàðàêòåðèçàöèÿ íà Õà-
ìèëòîíîâèòå. Âñå ïàê ùå ðàçãëåäàìå åäíà ãðóïà Õàìèëòîíîâè ãðàôè.

Îïðåäåëåíèå 6.12. Áóëåâ ãðàô ñ ðàçìåðíîñò n íàðè÷àìå ãðàô Bn =
(Vn, En), êúäåòî Vn = {0, 1}n, n-ìåðíèòå áóëåâè âåêòîðè, à

En = {{α, β} | α è β ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî â åäíà ïîçèöèÿ }.

B2 å ñëåäíèÿò ãðàô:

11

01 10

00

B3 å ñëåäíèÿò ãðàô:

111

101011 110

001 010 100

000
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Òâúðäåíèå 6.13. Çà âñÿêî n ≥ 2, Bn å Õàìèëòîíîâ ãðàô.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Õàìèëòîíîâ öèêúë â B2 å (00), (01), (11), (10), (00).
Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà Bn è íåêà α1, α2, . . . α2n , α1 å Õàìèëòîíîâ

öèêúë â Bn. Òîãàâà

0α1, 0α2, . . . 0α2n−1 , 0α2n , 1α2n , 1α2n−1 , . . . 1α2, 1α1, 0α1

å Õàìèëòîíîâ öèêúë â Bn+1

6.2 Äúðâåòà

Ùå äàäåì äâå äåôèíèöèè íà ñòðóêòóðàòà äúðâî. Ïúðâàòà ïîêàçâà, ÷å äúð-
âîòî å ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà ãðàô, à âòîðàòà äàâà èíòóèöèÿ çà ñòðóêòóðàòà
íà åäíî äúðâî.

Îïðåäåëåíèå 6.14. Ãðàô D = (V,E), êîéòî å ñâúðçàí è íÿìà öèêëè, íà-
ðè÷àìå äúðâî.

Âòîðàòà äåôèíèöèÿ å çà äúðâî, åäèí îò âúçëèòå íà êîéòî ñå íàðè÷à
êîðåí. Äåôèíèöèÿòà å èíäóêòèâíà.

Îïðåäåëåíèå 6.15. Ãðàôúò D = ({r} , ∅) å äúðâî ñ êîðåí r è åäèíñòâåí
ëèñò r.

Íåêà D = (V,E) å äúðâî ñ êîðåí r è ëèñòà l1, . . . ln. Íåêà v ∈ V è u /∈ V .
Òîãàâà D′ = (V ∪ {u} , E ∪ {{v, u}}) å äúðâî ñ êîðåí r. Àêî v = li çà íÿêîå
i = 1 . . . n, ëèñòàòà íà D′ ñà l1 . . . li−1, u, li+1, . . . ln. Àêî v 6= li çà âñÿêî i =
1 . . . n, òî ëèñòàòà íà D′ ñà l1 . . . ln, u.

Êîðåíîâî äúðâî ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà îïèñàíèå íà èçðàç áåç ñêîáè -
ãëàâíàòà îïåðàöèÿ å êîðåí íà äúðâîòî, ëèñòàòà ñà àòîìàðíèòå ñòîéíîñòè â
èçðàçà. Íàïðèìåð (5 + 2x)− ((y − 3) + (2− x)) ñå ïðåäñòàâÿ òàêà:

−

+ +

5 ∗

2 x

− −

y 3 2 x

Òâúðäåíèå 6.16. Âñÿêî êîðåíîâî äúðâî å äúðâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî äåôèíèöèÿòà íà êîðåíî-
âî äúðâî. Ãðàôúò D = ({r} , ∅) å ñâúðçàí ãðàô áåç öèêëè, çàùîòî èìà ñàìî
åäèí âúçåë.

87



Íåêà êîðåíîâîòî äúðâî D = (V,E) å ñâúðçàí ãðàô áåç öèêëè. Íåêà D′ =
(V ∪ {u} , E ∪ {{v, u}}). Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å D′ ñúùî å ñâúðçàí ãðàô
áåç öèêëè. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíè äâà âúðõà â D′ - v1, v2. Àêî v1 = v2,
òî èìà ïúò - òðèâèàëåí ïúò ñ äúëæèíà íóëà îò v1 äî v2. Àêî v1, v2 ∈ V ,
òî v1 è v2 ñà âúðõîâå â ãðàôà D. Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå,
òîé å ñâúðçàí ãðàô. Ñëåäîâàòåëíî èìà ïúò â D, îò v1 äî v2. Íî âñåêè ïúò
â D å ïúò è â D′, çàùîòî ðåáðàòà â D ñà ðåáðà è â D′. Òàêà èìà ïúò
â D′ îò v1 äî v2. Ïîñëåäíèÿò ñëó÷àé å åäèí îò âúðõîâåòå v1 èëè v2 äà å
íîâèÿò âðúõ u. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å v2 = u.
Òîãàâà v1, v ñà âúðõîâå â D è ìåæäó òÿõ èìà ïúò v1 = u1, u2, . . . uk = v.
Òàêà v1 = u1, u2, . . . uk = v, u å ïúò â D′ îò v1 äî u. Ñëåäîâàòåëíî ãðàôúò
D′ å ñâúðçàí. Àêî äîïóñíåì, ÷å â íåãî èìà öèêúë v1, v2, . . . vk, v1, òî âñåêè
âðúõ â öèêúëà vi ó÷àñòâà êàòî êðàé íà äâå ðàçëè÷íè ðåáðà: {vi−1, vi} è
{vi, vi+1}. Íîâèÿò âðúõ u å êðàé íà åäíî åäèíñòâåíî ðåáðî, ñëåäîâàòåëíî íå
ó÷àñòâà â öèêúëà. Òàêà v1, v2, . . . vk, v1 å öèêúë â D, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà
èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå. Òàêà è D′ å ñâúðçàí ãðàô áåç öèêëè.

Åäíî îò îñíîâíèòå ïðåäèìñòâà íà ñòðóêòóðàòà äúðâî å ñëåäíîòî ñâîéñ-
òâî.

Òâúðäåíèå 6.17. Íåêà D = (V,E) å äúðâî è u, v ∈ V . Òîãàâà ìåæäó u è v
èìà åäèíñòâåí ïúò â D.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ìåæäó u è v èìà äâà ðàçëè÷íè ïúòÿ: u =
u1 . . . uk = v è u = v1 . . . vm = v. Ùå ïîêàæåì, ÷å â D èìà öèêúë. Íåêà i å
ïúðâàòà ðàçëèêà ìåæäó äâàòà ïúòÿ: u1 = v1, u2 = v2 . . . ui−1 = vi−1 è ui 6= vi.
Íåêà j å íàé- ìàëêàòà ïîçèöèÿ, òàêàâà, ÷å uj ñå ñðåùà èçìåæäó vi+1, . . . vm,
íàïðèìåð vj′ = uj . Òàêîâà j ñúùåñòâóâà, çàùîòî vm = uk (j ≤ k). Òàêà

vi−1, . . . vj′ = uj , uj−1, . . . ui, ui−1

e öèêúë â D. Íàèñòèíà âñè÷êè âúðõîâå â òîçè öèêúë ñà ðàçëè÷íè ñ èçêëþ-
÷åíèå íà êðàèùàòà.

6.3 Ïîêðèâàùî äúðâî

Âñåêè ñâúðçàí ãðàô G = (V,E) èìà ïîêðèâàùî äúðâî - äúðâî ñúñ ñúùèòå
âúðõîâå êàòî G, íî ñàìî ñ ÷àñò îò ðåáðàòà â G.

Îïðåäåëåíèå 6.18. Íåêà G = (V,E) å ãðàô. Ïîêðèâàùî äúðâî íà G íà-
ðè÷àìå äúðâî D = (V,E′), êúäåòî E′ ⊆ E.

Çà äà ïîêàæåì, ÷å âñåêè ñâúðçàí ãðàô èìà ïîêðèâàùî äúðâî, ùå äîêà-
æåì åäíî ïîìîùíî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 6.19. Íåêà G = (V,E) å ñâúðçàí ãðàô è e ∈ E å ðåáðî, êîåòî
ó÷àñòâà â öèêúë â G. Òîãàâà G′ = (V,E \ {e}) ñúùî å ñâúðçàí ãðàô.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà e = {x, y}. Íåêà y, x, x1, x2 . . . xm = y e öèêúëúò, â
êîéòî ó÷àñòâà e. Òàêà ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà ïúò è öèêúë â ãðàô, e íå
ñå ñðåùà â ïúòÿ x, x1, x2 . . . xm = y.
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Äà ðàçãëåäàìå äâà ïðîèçâîëíè âúðõà v0, vk ∈ V . G å ñâúðçàí ãðàô ñëåäî-
âàòåëíî èìà ïúò îò v0 äî vk â G, v0, v1 . . . vk. Àêî â òîçè ïúò íå ó÷àñòâà ðåá-
ðîòî e, òî òîâà å ïúò â G′. Àêî ó÷àñòâà â òîçè ïúò - íàïðèìåð {vi, vi+1} = e
è vi = x, vi+1 = y, ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà ðåäèöà:

v0 . . . vi−1, vi = x, x1, x2 . . . xm = y = vi+1, vi+2 . . . vk.

Òîâà å ðåäèöà, â êîÿòî âñåêè äâà ñúñåäíè âúðõà ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî â
G′ è ñëåäîâàòåëíî ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 6.6 èìà ïúò îò v0 äî vk â G

′. Òàêà
G′ å ñâúðçàí ãðàô.

Ãîðíîòî òâúðäåíèå íè ïîçâîëÿâà äà äîêàæåì, ÷å âñåêè ñâúðçàí ãðàô èìà
ïîêðèâàùî äúðâî ñ ïðîñò àëãîðèòúì.

Òâúðäåíèå 6.20. Ãðàô G = (V,E) èìà ïîêðèâàùî äúðâî, òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî å ñâúðçàí.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî G = (V,E) èìà ïîêðèâàùî äúðâî D = (V,E′), òî
E′ ⊆ E è âñåêè ïúò â D å ïúò â G. Ùîì D å ñâúðçàí ãðàô, òî è G å ñâúðçàí
ãðàô.

Íåêà ñåãà G = (V,E) å ñâúðçàí ãðàô. Ïðèëàãàìå ñëåäíèÿ àëãîðèòúì:
Íåêà E′ = E. Äîêàòî â G′ = (V,E′) èìà öèêúë, íàìèðàìå ðåáðî e ∈ E′,

êîåòî ó÷àñòâà â öèêúë ñ G′ è çàìåíÿìå E′ ñ E′ \ {e}.
Ñúãëàñíî ïðåäèøíîòî òâúðäåíèå ïðè âñÿêî èçïúëíåíèå íà öèêúëà G′ å

ñâúðçàí ãðàô. Àëãîðèòúìúò çàâúðøâà, çàùîòî íà âñÿêà ñòúïêà áðîÿò íà
ðåáðàòà â E′ íàìàëÿâà ñ åäèíèöà. Òàêà ñëåä ïðèêëþ÷âàíå íà àëãîðèòúìà
G′ = (V,E′) å ñâúðçàí ãðàô áåç öèêëè.

6.3.1 Îáõîæäàíå íà ãðàôè

Èìà ìíîãî çàäà÷è ñâúðçàíè ñ îáõîæäàíå íà ãðàôè: äà ñå ïðîâåðè äàëè èìà
ïúò ìåæäó äâà âúðõà, äà ñå íàìåðè íàé-êúñ ïúò îò âðúõ äî âñè÷êè îñòàíàëè,
äà ñå ïîñòðîè ïîêðèâàùî äúðâî. Èìàìå äâà îñíîâíè ìåòîäà çà îáõîæäàíå
íà ãðàô: â äúëáî÷èíà è â øèðî÷èíà.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿò ãðàô G:

a b c

d e

f g h

Ùå ñè ìèñëèì, ÷å òîé å ïðåäñòàâåí ÷ðåç ñïèñúê îò ñúñåäñòâî:
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a → b d
b → a c d e
c → b g h
d → a b e f g
e → b d
f → d
g → c d
h → c

Îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà

Îñíîâíàòà èäåÿ íà îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà å: �Äîêàòî ìîæåì, âúðâèì íàï-
ðåä. Êîãàòî íÿìà êàê äà ïðîäúëæèì - âðúùàìå ñå åäíà ñòúïêà íàçàä". Çà
ðåàëèçàöèÿ íà òîçè àëãîðèòúì ùå èçïîëçâàìå ñòåê. Ñòåêúò å ñòðóêòóðà îò
äàííè, îðãàíèçèðàíè íà ïðèíöèïà - ïîñëåäåí âëÿçúë, ïðúâ èçëÿçúë. Ïðåäñ-
òàâåòå ñè, ÷å ïðèáèðàìå êíèãè â êóòèÿ, ïúðâàòà êíèãà ïîñòàâÿìå íà äúíîòî
íà êóòèÿòà, âñÿêà ñëåäâàùà âúðõó ïðåäèøíàòà. Íàé-îòãîðå ñòîè ïîñëåäíà-
òà êíèãà, êîÿòî ñìå äîáàâèëè. Çà äà äîñòèãíåì ïúðâàòà êíèãà â êóòèÿòà,
òðÿáâà äà èçâàäèì âñè÷êè îñòàíàëè. Äåôèíèöèÿòà íà ñòåê, çàåäíî ñ òðèòå
îïåðàöèè top (âðúõ íà ñòåêà), pop (èçòðèâàíå íà åëåìåíò îò ñòåêà) è push
(äîáàâÿíå íà åëåìåíò êúì ñòåêà) å èíäóêòèâíà.

Îïðåäåëåíèå 6.21. Ïðàçíèÿò ñòåê îçíà÷àâàìå ñ { }. Çà íåãî äåôèíèðàìå
pop({ }) = { }, top({ }) = { }.

Íåêà S å ñòåê è x å åëåìåíò. Òîãàâà S′ = push(S, x) å ñòåê, êàòî top(S′) =
x, pop(S′) = S.

Íåêà G = (V,E) å ïðîèçâîëåí ãðàô ñ n âúðõà è v0 ∈ V å íà÷àëåí âðúõ.
Ùå ïîñòðîèì ñïèñúê DFS = ((v0, ∅), (v1, s(v1)), . . . (vn, s(vn)), êîéòî âêëþ÷-
âà âñè÷êè âúðõîâå v1 . . . vn è òåõíèòå íåïîñðåäñòâåíè ïðåäøåñòâåíèöè â ïîê-
ðèâàùîòî äúðâî ñ êîðåí v0: D = (V,E′), êúäåòî E′ = {{vi, s(vi)} | i =
1 . . . n}.

Ùå èçïîëçâàìå ïîìîùåí ñòåê S è òåêóù âðúõ t. Â íà÷àëîòî DFS =
((v0, ∅)) è S = { }, t = v0 è v0 å îáõîäåí.

Äîêàòî èìà íåîáõîäåí âðúõ â V :

1. Àêî èìà íåîáõîäåí ñúñåä v íà t, îáÿâÿâàìå v çà îáõîäåí, äîáàâÿìå

(v, t) êúì ñïèñúê DFS = DFS ∪ {(v, t)}, äîáàâÿìå t êúì ñòåêà: S :=
push(S, t), òåêóù âðúõ ñòàâà t := v.

2. Àêî íÿìà íåîáõîäåí ñúñåä íà t, âðúùàìå ñå åäíà ñòúïêà íàçàä: t =
top(S), S := pop(S).

Çà èëþñòðàöèÿ ùå ïðèëîæèì àëãîðèòúìà êúì ïðèìåðíèÿ ãðàô ñ íà÷à-
ëåí âðúõ a. Åòî êàêâè ïîñëåäîâàòåëíè ñòúïêè ùå èìàìå:

1. DFS = ((a, ∅)), t = a, S = { }.

2. DFS = ((a, ∅), (b, a)), t = b, S = {a}.

3. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b)), t = c, S = {b, a}.

4. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c)), t = g, S = {c, b, a}.
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5. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g)), t = d, S = {g, c, b, a}.

6. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g), (e, d)), t = e, S = {d, g, c, b, a}.

7. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g), (e, d)), t = d, S = {g, c, b, a}.

8. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g), (e, d), (f, d)), t = f, S = {d, g, c, b, a}.

9. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g), (e, d), (f, d)), t = d, S = {g, c, b, a}.

10. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g), (e, d), (f, d)), t = g, S = {c, b, a}.

11. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g), (e, d), (f, d)), t = c, S = {b, a}.

12. DFS = ((a, ∅), (b, a), (c, b), (g, c), (d, g), (e, d), (f, d), (h, c)), t = h, S = {c, b, a}.

Â êðàéíà ñìåòêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ïîêðèâàùî äúðâî:

a b c

d e

f g h

Îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà å åôåêòèâíî ïðè çàäà÷è îò âèäà - äà ñå íàìåðè
ïúò â ñâúðçàí ãðàô îò âðúõ u0 äî âðúõ u1. Çà öåëòà ùå ìîäèôèöèðàìå
àëãîðèòúìà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Â íà÷àëîòî S = { }, t = u1 è u1 å îáõîäåí.
Äîêàòî t 6= u0:

1. Àêî èìà íåîáõîäåí ñúñåä v íà t, îáÿâÿâàìå v çà îáõîäåí, äîáàâÿìå t
êúì ñòåêà: S := push(S, t), òåêóù âðúõ ñòàâà t := v.

2. Àêî íÿìà íåîáõîäåí ñúñåä íà t, âðúùàìå ñå åäíà ñòúïêà íàçàä: t =
top(S), S := pop(S).

Ïðè çàâúðøâàíå íà àëãîðèòúìà â S ùå å çàïèñàí òúðñåíèÿò ïúò.

Îáõîæäàíå â øèðî÷èíà

Îñíîâíàòà èäåÿ íà îáõîæäàíå â øèðî÷èíà å: �Äîêàòî ìîæåì âúðâèì â ñòðà-
íè. Ñëåä òîâà ìèíàâàìå åäíî íèâî íàäîëó". Çà ðåàëèçàöèÿ íà òîçè àëãîðè-
òúì ùå èçïîëçâàìå îïàøêà. Îïàøêàòà å ñòðóêòóðà îò äàííè, îðãàíèçèðàíè
íà ïðèíöèïà - ïðúâ âëÿçúë, ïðúâ èçëÿçúë. Ïðåäñòàâåòå ñè, â åäèí èäåà-
ëåí ñâÿò - îïàøêà çà ëèôò, â êîÿòî íèòî åäèí ñêèîð èëè ñíîóáîðäèñò íå
ñå ïðåäðåæäà: òîçè êîéòî ñå å íàðåäèë ïðúâ, ïðúâ ùå ñå êà÷è íà ëèôòà.
Äåôèíèöèÿòà íà îïàøêà, çàåäíî ñ òðèòå îïåðàöèè top, pop è push îòíîâî å
èíäóêòèâíà.
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Îïðåäåëåíèå 6.22. Ïðàçíàòà îïàøêà îçíà÷àâàìå ñ { }. Çà íåÿ pop({ }) =
top({ }) = { }.

Íåêà Q å îïàøêà è x å åëåìåíò. Òîãàâà Q′ = push(Q, x) å îïàøêà.

top(Q′) =

{
x, àêî Q = { };
top(Q), àêî Q 6= { }.

pop(Q′) =

{
{ } , àêî Q = { };
push(pop(Q), x), àêî Q 6= { }. .

Íåêà G = (V,E) å ïðîèçâîëåí ãðàô ñ n âúðõà è v0 ∈ V å íà÷àëåí âðúõ.
Ùå ïîñòðîèì ñïèñúê BFS = ((v0, ∅), (v1, s(v1)), . . . (vn, s(vn)), êîéòî âêëþ÷-
âà âñè÷êè âúðõîâå v1 . . . vn è òåõíèòå íåïîñðåäñòâåíè ïðåäøåñòâåíèöè â ïîê-
ðèâàùîòî äúðâî ñ êîðåí v0: D = (V,E′), êúäåòî E′ = {{vi, s(vi)} | i =
1 . . . n}.

Ùå èçïîëçâàìå ïîìîùíà îïàøêà Q è òåêóù âðúõ t. Â íà÷àëîòî BFS =
((v0, ∅)) è Q = { }, t = v0 è v0 å îáõîäåí.

Äîêàòî èìà íåîáõîäåí âðúõ â V :

1. Àêî èìà íåîáõîäåí ñúñåä v íà t, îáÿâÿâàìå v çà îáõîäåí, äîáàâÿìå

(v, t) êúì ñïèñúê BFS = BFS ∪ {(v, t)}, äîáàâÿìå v êúì îïàøêàòà:

Q := push(Q, v).

2. Àêî íÿìà íåîáõîäåí ñúñåä íà t, òåêóù âðúõ ñòàâà ïúðâèÿò âðúõ íà

îïàøêàòà: t = top(Q), Q := pop(Q).

Çà èëþñòðàöèÿ ùå ïðèëîæèì àëãîðèòúìà êúì ïðèìåðíèÿ ãðàô ñ íà÷à-
ëåí âðúõ a. Åòî êàêâè ïîñëåäîâàòåëíè ñòúïêè ùå èìàìå:

1. BFS = ((a, ∅)), t = a,Q = { }.

2. BFS = ((a, ∅), (b, a)), t = a,Q = {b}.

3. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a)), t = a,Q = {b, d}.

4. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a)), t = b,Q = {d}.

5. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b)), t = b,Q = {d, c}.

6. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b)), t = b,Q = {d, c, e}.

7. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b)), t = d,Q = {c, e}.

8. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d)), t = d,Q = {c, e, f}.

9. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d), (g, d)), t = d,Q = {c, e, f, g}.

10. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d), (g, d)), t = c,Q = {e, f, g}.

11. BFS = ((a, ∅), (b, a), (d, a), (c, b), (e, b), (f, d), (g, d), (c, h)), t = c,Q = {e, f, g, h}.

Â êðàéíà ñìåòêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ïîêðèâàùî äúðâî:

92



a b c

d e

f g h

Òåîðåìà 6.23. Îáõîæäàíå â øèðî÷èíà íàìèðà íàé-êúñèòå ïúòèùà îò íà-
÷àëíèÿ âðúõ äî âñè÷êè îñòàíàëè âúðõîâå â ãðàôà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñ d(v) îçíà÷èì äúëæèíàòà íà ìèíèìàëåí ïúò îò íà-
÷àëíèÿò âðúõ äî v. Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ñëåäíîòî:

Êîãàòî âðúõ v ñòàâà òåêóù, âñè÷êè âúðõîâå u ñ d(u) < d(v) âå÷å ñà áèëè
òåêóùè. Íàèñòèíà, äà äîïóñíåì ÷å v å ïúðâèÿò âðúõ, êîéòî ñòàâà òåêóù
ïðåäè äðóã âðúõ u ∈ V ñ d(u) < d(v) äà å áèë èçáðàí çà òåêóù. Çàáåëåæåòå,
÷å v 6= v0, çàùîòî d(v0) = 0 è íÿìà âðúõ u ñ ïî-êúñ ïúò äî v0. Ñëåä êàòî v íå
å íà÷àëåí, òîé ñòàâà òåêóù, çàùîòî å âðúõ íà îïàøêàòà. Òîé å äîáàâåí êúì
îïàøêàòà, êîãàòî òåêóù âðúõ å áèë íÿêîé íåãîâ ñúñåä t. Òàêà d(t) ≥ d(v)−1.

Âúðõúò u ñúùî íå å íà÷àëåí, çàùîòî âñå îùå, êîãàòî v ñòàâà òåêóù, òîé
íå å áèë òåêóù. Òàêà âñåêè ìèíèìàëåí ïúò îò v0 äî u èìà äúëæèíà k ≥ 1.
Äà âçåìåì åäèí òàêúâ ïúò v0, u1 . . . uk−1, uk = u. Äà ðàçãëåäàìå âúðõà uk−1.
Çà íåãî èìàìå d(uk−1) = d(u) − 1 < d(v) − 1 ≤ d(t). Ñúãëàñíî èçáîðà íà v
êàòî ïðúâ, êîéòî íàðóøàâà óñëîâèåòî, uk−1 òðÿáâà äà å áèë òåêóù ïðåäè
t. Íî ñúãëàñíî àëãîðèòúìà u ùå âëåçíå â îïàøêàòà, íàé-êúñíî ïî âðåìå íà
ñòúïêèòå, êîãàòî uk−1 å òåêóù è ñëåäîâàòåëíî, ïðåäè v. Ùîì u å ïðåä v â
îïàøêàòà, ñúãëàñíî àëãîðèòúìà, òîé ùå å òåêóù ïðåäè v- êîåòî ïðîòèâîðå÷è
íà äîïóñêàíåòî.

Äà ðàçãëåäàìå ïúò v0, v1 . . . vk = v îò íà÷àëíèÿò âðúõ äî âðúõ v â ïîê-
ðèâàùîòî äúðâî D. Äà äîïóñíåì, ÷å d(vi) = i çà i < k, íî èìà ïî-êúñ ïúò
îò v0 äî v. Îòíîâî d(v) ≥ 1, çàùîòî àêî d(v) = 0, òî v = v0, a íàé-êúñ ïúò
îò v0 äî v0 â D å òðèâèàëíèÿò ïúò ñ äúëæèíà 0. Íåêà íàé-êúñ ïúò v0 äî v
å v0, u1, . . . um = v, m < k. Òàêà d(vk−1) = k − 1 > m− 1 = d(um−1). Ñëåäî-
âàòåëíî um−1 ñòàâà òåêóù ïðåäè vk−1. Íî òîãàâà àëãîðèòúìúò ùå îáÿâè v
çà îáõîäåí, êîãàòî um−1 å òåêóù, è íÿìà äà äîáàâè ðåáðîòî {v, vk−1} êúì
ïîêðèâàùîòî äúðâî, êîãàòî íà ïî-êúñåí åòàï vk−1 å òåêóù, êîåòî å ïðîòè-
âîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî.

6.3.2 Ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî

Íåêà å äàäåí ñâúðçàí ãðàô G = (V,E). Íåêà c : E → N å ôóíêöèÿ, êîÿòî
çàäàâà öåíà íà âñÿêî ðåáðî.

Îïðåäåëåíèå 6.24. Ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî íà G íàðè÷àìå äúðâî
D = (V,E0) òàêîâà, ÷å çà âñÿêî äðóãî ïîêðèâàùî äúðâî íà G, D′ = (V,E′)
å â ñèëà ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî:∑

e∈E0

c(e) ≤
∑
e∈E′

c(e)
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Ùå äîêàæåì åäíî òâúðäåíèå, êîåòî ùå íè ïîçâîëè äà íàìåðèì àëãîðèò-
ìè çà íàìèðàíå íà ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî íà ñâúðçàí ãðàô.

Òâúðäåíèå 6.25. Íåêà U ⊆ V è íåêà e = {u, v} ∈ E å ðåáðî òàêîâà, ÷å
u ∈ U , v ∈ V \U è èçìåæäó âñè÷êè ðåáðà e′ = {u′, v′} ñ u′ ∈ U è v′ ∈ V \U ,
ðåáðîòî e å ñ íàé-íèñêà öåíà, ò.å. c(e) ≤ c(e′). Òîãàâà G èìà ìèíèìàëíî
ïîêðèâàùî äúðâî, â êîåòî ó÷àñòâà e.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà D(V,E0) å ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî. Äà äîïóñ-
íåì, ÷å e íå ó÷àñòâà â E0. Òîãàâà âD èìà ïúò îò u äî v, u = u0, u1 . . . , uk = v.
Â òîçè ïúò ó÷àñòâà ïîíå åäíî ðåáðî e′ = {ui, ui+1} òàêîâà, ÷å ui ∈ U è ui+1 ∈
V \ U . Òàêà â ãðàôà D′ = (V,E0 ∪ {e}) èìà öèêúë v, u = u0, u1 . . . , uk = v.
Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 6.19 ãðàôúò D′′ = (V, (E0 ∪ {e}) \ {e′}) å ñâúðçàí è
èìà ïîêðèâàùî äúðâî (V,E1), êúäåòî e ∈ E1 ⊆ (E0 ∪ {e}) \ {e′}. Ïî óñëîâèå
c(e) ≤ c(e′), ñëåäîâàòåëíî:∑

e∈E1

c(e) ≤
∑

e∈(E0∪{e})\{e′}

c(e) ≤
∑
e∈E0

c(e).

Òîâà ñâîéñòâî íè äàâà âúçìîæíîñò äà ïðèëàãàìå òàêà íàðå÷åíèòå àë÷íè
àëãîðèòìè çà íàìèðàíå íà ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî.

Îòíîâî ùå ðàçãëåäàìå ïðèìåðåí ãðàô, âúðõó êîéòî äà èëþñòðèðàìå àë-
ãîðèòìèòå.

a b c

d e f

g h i

2

1

1

5
3

2

1

2
4

4

3
4

3

5

Àëãîðèòúì íà Ïðèì

Íåêà G = (V,E) å ñâúðçàí ãðàô è íåêà c : E → N å ôóíêöèÿ, êîÿòî çàäàâà
öåíà íà âñÿêî ðåáðî. Àëãîðèòúìúò íà Ïðèì ïîñòðîÿâà ìèíèìàëíî ïîêðèâà-
ùî êîðåíîâî äúðâî MST = (V,E0) íà G ñ êîðåí, îòíàïðåä çàäàäåí íà÷àëåí
âðúõ v0 ∈ V . Ïî âðåìå íà èçïúëíåíèå íà àëãîðèòúìà V ′ ùå ñúäúðæà âñè÷êè
îáõîäåíè äîñåãà âúðõîâå. E0 ⊆ E ùå ñúäúðæà ðåáðàòà, êîèòî äî ìîìåíòà
ñìå âêëþ÷èëè â äúðâîòî.

Â íà÷àëîòî MST = (V ′ = {v0} , E′ = ∅).
Äîêàòî V ′ 6= V : íàìèðàìå ðåáðî e = {u, v} ∈ E, òàêîâà ÷å u ∈ V ′,

v ∈ V \ V ′ è èçìåæäó âñ÷èêè òàêèâà ðåáðà, e å ñ ìèíèìàëíà öåíà, ò.å. çà
âñÿêî ðåáðî e′ = {u′, v′} ∈ E òàêîâà, ÷å u′ ∈ V ′ è v′ ∈ V \ V ′ èìàìå, ÷å
c(e) ≤ c(e′). Äîáàâÿìå êúì ′, E′ := E′ ∪ {e} è äîáàâÿìå v êúì V ′, V ′ :=
V ′ ∪ {v}.
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Àëãîðèòúìúò çàâúðøâà, çàùîòî íà âñÿêà ñòúïêà |V \ V ′| íàìàëÿâà ñ
åäèíèöè. Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 6.25, MPD å ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî.

Ñòúïêèòå, îò òîçè àëãîðèòúì, ïðèëîæåí êúì ïðèìåðíèÿ ãðàô ñ íà÷àëåí
âðúõ a ñà ñëåäíèòå:

1. V ′ = {a}, E′ = ∅.

2. V ′ = {a, d}, E′ = {{a, d}}.

3. V ′ = {a, d, e}, E′ = {{a, d} , {d, e}}.

4. V ′ = {a, d, e, b}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b}}.

5. V ′ = {a, d, e, b, c}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c}}.

6. V ′ = {a, d, e, b, c, f}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f}}.

7. V ′ = {a, d, e, b, c, f, g}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f} , {d, g}}.

8. V ′ = {a, d, e, b, c, f, g, h}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f} , {d, g} , {e, h}}.

9. V ′ = {a, d, e, b, c, f, g, h, i}, E′ = {{a, d} , {d, e} , {a, b} , {b, c} , {b, f} , {d, g} , {e, h} , {f, i}}.

Äúðâîòî, êîåòî ñå ïîëó÷àâà, å:

a b c

d e f

g h i

2

1

1

2

1

2 3 3

Àëãîðèòúì íà Êðóñêàë

Âòîðèÿò àëãîðèòúì çà ïîñòðîÿâàíå íà ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî å íà
Êðóñêàë. Òóê íå å çàäàäåí îòíàïðåä êîðåí íà äúðâîòî.

Íåêà îòíîâî G = (V,E) å ñâúðçàí ãðàô è íåêà c : E → N å ôóíêöèÿ,
êîÿòî çàäàâà öåíà íà âñÿêî ðåáðî. Íåêà áðîÿò íà ðåáðàòà å |E| = n. Àëãîðè-
òúìúò íà Êðóñêàë ïîñòðîÿâà ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî MST = (V,E0)
íà G.

1. Ñîðòèðàìå ðåáðàòà âúâ âúçõîäÿù ðåä íà òÿõíàòà öåíà: E = {e1, . . . en},
òàêà, ÷å c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . c(en). Ùå èçïîëçâàìå áðîÿ÷ i, êîéòî â íà-
÷àëîòî å i := 1.

2. Çà âñåêè îò âúðõîâåòå v ∈ V ñòðîèì òðèâèàëíî äúðâî ñ êîðåí v:
Dv = ({v} , ∅). Íåêà D = {Dv | v ∈ V }.
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3. Äîêàòî èìà D ñúäúðæà ïîâå÷å îò åäíî äúðâî: Ðàçãëåæäàìå ðåáðîòî

ei = {ui, vi}. Àêî ui è vi ñà â äâå ðàçëè÷íè äúðâåòà Dui
= (Vui

, Eui
) è

Dvi = (Vvi , Evi), èçòðèâàìå òåçè äâå äúðâåòà îò D è äîáàâÿìå íîâî

äúðâî Dui,vi = (Vui ∪Vvi , Eui ∪Evi ∪{ei}). Òàêà D := (D \{Dui , Dvi})∪
{Dui,vi}. Ïðè âèñ÷êè ñëó÷àè óâåëè÷àâàìå i ñ åäèíèöà: i := i+ 1.

Ñîðòèðàíè ðåáðàòà îò ïðèìåðíèÿ ãðàô èçãëåæäàò òàêà:

{{a, d} , {b, c} , {d, e} , {a, b} , {b, f} , {d, g} , {b, e}

{e, h} , {f, i} , {d, h} , {e, f} , {e, i} , {d, b} , {h, i}}

Ñòúïêèòå, îò òîçè àëãîðèòúì, ïðèëîæåí êúì ïðèìåðíèÿ ãðàô ñà ñëåä-
íèòå.

1. i = 1,D = {({a} , ∅), ({b} , ∅), ({c} , ∅), ({d} , ∅), ({e} , ∅), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

2. i = 2,D = {({a, d} , {{a, d}}), ({b} , ∅), ({c} , ∅), ({e} , ∅), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

3. i = 3,D = {({a, d} , {{a, d}}), ({b, c} , {{b, c}}), ({e} , ∅), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

4. i = 4,D = {({a, d, e} , {{a, d} , {d, e}}), ({b, c} , {{b, c}}), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

5. i = 5,D = {({a, d, e, b, c} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b}}), ({f} , ∅), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

6. i = 6,D = {({a, d, e, b, c, f} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f}}), ({g} , ∅), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

7. i = 7,D = {({a, d, e, b, c, f, g} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g}}), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

8. i = 8,D = {({a, d, e, b, c, f, g} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g}}), ({h} , ∅), ({i} , ∅)}

9. i = 9,D = {({a, d, e, b, c, f, g, h} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g} , {e, h}}), ({i} , ∅)}

10. i = 10,D = {({a, d, e, b, c, f, g, h, i} , {{a, d} , {d, e} , {b, c} , {a, b} , {b, f} , {d, g} , {e, h} , {f, i}})}

Äúðâîòî, êîåòî ñå ïîëó÷àâà, å ñúùîòî:

a b c

d e f

g h i

2

1

1

2

1

2 3 3
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6.4 Ìèíèìàëåí ïúò. Àëãîðèòúì íà Äèéêñòðà

Íåêà G = (V,E) å ãðàô è íåêà c : E → N å ôóíêöèÿ, êîÿòî çàäàâà öåíà íà
âñÿêî ðåáðî. Çàäà÷àòà, êîÿòî ùå ðàçãëåäàìå â òîçè ðàçäåë å äà ñå íàìåðè
ïúò ñ ìèíèìàëíà öåíà îò äàäåí íà÷àëåí âðúõ v0 ∈ V , äî âñè÷êè îñòàíàëè
âúðõîâå.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿò ïðèìåðåí ãðàô:

a

b

c

d

e

4

2

1

2

43

5

1

Àêî öåíîâàòà ôóíêöèÿ å êîíñòàíòàòà åäíî, òî çàäà÷àòà çà ìèíèìàëåí
ïúò â ãðàô îò äàäåí âðúõ äî îñòàíàëèòå âúðõîâå ñå ñâåæäà äî çàä÷àòà çà
íàé-êúñ ïúò â ãðàô îò äàäåí âðúõ äî îñòàíàëèòå âúðõîâå. Òàçè çàäà÷à, íèå
âå÷å âèäÿõìå êàê ìîæåì äà ðåøèì - ñòðîèì ïîêðèâàùî äúðâî îáõîæäàíå â
øèðî÷èíà, ñ íà÷àëåí âðúõ - äàäåíèÿò. Àêî öåíîâàòà ôóíêöèÿ íå å êîíñòàíòà,
îòíîâî áèõìå ìîãëè äà ñâåäåì çàäà÷àòà äî íàìèðàíå íà íàé-êúñ ïúò, êúì
ãðàô êîéòî ïîëó÷àâàìå îò äàäåíèÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: çà âñÿêî ðåáðî e ∈ E ñ
c(e) = k äîáàâÿìå íîâè âúðõîâå v1, v2 . . . vk−1 è çàìåíÿìàå ðåáðîòî e = {u, v}
ñ ðåáðaòa {u, v1} , {v1, v2} , . . . {vk−1, vk}.

Òàêà â ïðèìåðíèÿ ãðàô, ùå çàìåíèì ðåáðîòî {a, b} ñ öåíà 4 ñ:

a

v1

v2

v3

b

Òîçè ïîäõîä å èçêëþ÷èòåëíî íåèêîíîìè÷åí. Äèéêñòðà å ïðåäëîæèë ñëåä-
íèÿ ïî-äîáúð àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ìèíèìàëåí ïúò. Â íåãî âìåñòî
îïàøêà, êàêâàòî èçïîëçâàõìå ïðè îáõîæäàíå â øèðîè÷èíà, ùå èçïîëçâàìå
òàêà íàðå÷åíåòà ïðèîðèòåòíà îïàøêà. Ïðèîðèòåòíà îïàøêà å ñòðóêòóðà îò
äàííè, â êîÿòî äîïúëíèòåëíî ñ âñåêè åëåìåíò ñìå ñâúðçàëè êëþ÷. Êëþ÷úò
å íÿêàêâà ÷èñëîâà ñòîéíîñò, êîÿòî çàäàâà ïðèîðèòåò íà âñåêè åëåìåíò. Íàï-
ðèìåð íèå ùå èçïîëçâàìå ïðèîðèòåòíà îïàøêà îò âúðõîâåòå íà ãðàôà, à çà
êëþ÷ íà âðúõ ùå èçïîëçâàìå òåêóùàòà íè àïðîêñèìàöèÿ íà íàé-êúñ ïúò
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îò âúðõà äî íà÷àëíèÿ âðúõ. Âðúõ íà ïðèîðèòåòíàòà îïàøêà (top(PQ)), ùå
å åëåìåíò ñ ìèíèìàëíà ñòîéíîñò íà êëþ÷à. Êîãàòî èçòðèâàìå åëåìåíò îò
ïðèîðèòåòíà îïàøêà, âèíàãè èçòðèâàìå âúðõà íà îïàøêàòà.

Íåêà v0 å íà÷àëíèÿò âðúõ. Äîáàâÿìå âñè÷êè âúðõîâå v ∈ V â ãðàôà G
êúì ïðèîðèòåòíà îïàøêà PQ, êàòî çà êëþ÷ ùå èçïîëçâàìå d(v), àïðîêñè-
ìàöèÿòà íè çà öåíàòà íà ìèíèìàëíèÿò ïúò îò v0 äî v. Íà÷àëíè ñòîéíîñòè çà
òîçè êëþ÷ ñà d(v0) = 0 è d(v) =∞, çà v 6= v0. Òåêóù âðúõ ùå å t, â íà÷àëîòî
t íå å äåôèíèðàí. Îáõîäåíèòå âúðõîâå ùå ñúáèðàìå â ñïèñúê S. Ùå èìàìå
è àïðîêñèìàöèÿ çà ïðåäøåñòâåíèêà íà âðúõ v ïî ìèíèìàëíèÿ ïúò, êîÿòî
ùå ïàçèì â s(v). Â íà÷àëîòî s(v0) = v0, à çà âñåêè äðóã âðúõ v, s(v) íå å
äåôèíèðàí. Òàêà íàêðàÿ ùå ìîæåì äà âúçñòàíîâèì ìèíèìàëíèÿ ïúò îò v0
äî v, òîâà ùå å v0, v1, . . . vk = v, êúäåòî vi = s(vi+1) çà i = 0 . . . k − 1.

Äîêàòî èìà íåîáõîäåí âðúõ:

Íåêà t = top(PQ), PQ = pop(PQ). Îáÿâÿâàìå t çà îáõîäåí è ãî äîáàâÿìå
êúì S. Çà âñåêè ñúñåä u íà òåêóùèÿ âðúõ t, ïðîâåðÿâàìå äàëè d(u) > d(t) +
c({u, t}) è àêî å òàêà, ïðîìåíÿìå ñòîéíîñòòà íà êëþ÷à d(u) := d(t) +
c({u, t}) è íà ïðåäøåñòâåíèêà s(u) = t.

Ñòúïêèòå îò òîçè àëãîðèòúì, ïðèëîæåí êúì ïðèìåðíèÿ ãðàô ñ íà÷àëåí
âðúõ a, ñà ñëåäíèòå:

1. S = ∅, t = ∅, PQ = (a, b, c, d, e)
d(a) = 0, d(b) =∞, d(c) =∞, d(d) =∞, d(e) =∞
s(a) = a, s(b) = ∅ , s(c) = ∅, s(d) = ∅, s(e) = ∅.

2. S = (a), t = a, PQ = (b, c, d, e)
d(a) = 0, d(b) = 4, d(c) = 2, d(d) =∞, d(e) =∞
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = ∅, s(e) = ∅.

3. S = (a, c), t = c, PQ = (b, d, e)
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 6, d(e) = 7
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = c, s(e) = c.

4. S = (a, c, b), t = b, PQ = (d, e)
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 5, d(e) = 6
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = b, s(e) = b.

5. S = (a, c, b, d), t = d, PQ = (d)
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 5, d(e) = 6
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = b, s(e) = b.

6. S = (a, c, b, d, e), t = e, PQ = ()
d(a) = 0, d(b) = 3, d(c) = 2, d(d) = 5, d(e) = 6
s(a) = a, s(b) = a , s(c) = a, s(d) = b, s(e) = b.

Òåîðåìà 6.26. Àëãîðèòúìúò íà Äèéêñòðà íàìèðà ìèíèìàëíèÿò ïúò îò
íà÷àëíèÿ âðúõ äî ïðîèçâîëåí äðóã âðúõ â ãðàôà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñ δ(v) îçíà÷èì öåíàòà íà ìèíèìàëíèÿ ïúò îò v0 äî
v. Ùå ïîêàæåì, ÷å êîãàòî àëãîðèòúìúò çàâúðøè d(v) = δ(v), çà âñåêè âðúõ
v ∈ V .

Ïúðâî, íåêà îòáåëåæåì, ÷å â íà÷àëîòî íà âñåêè öèêúë, d(v) ≥ δ(v) çà
âñåêè âðúõ v ∈ V . Íàèñòèíà, â íà÷àëîòî íà ïúðâèÿ öèêúë, òâúðäåíèåòî å
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âÿðíî, çàùîòî d(v0) = 0 = δ(v0) è d(v) = ∞ ≥ δ(v) çà âñåêè äðóã âðúõ v.
Àêî òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñè÷êè âúðõîâå â íà÷àëîòî íà äàäåí öèêúë è
ïî âðåìå íà öèêúëà çàìåíèì ñòîéíîñòòà íà d(v) ñ d(t) + c({t, v}), òî ïîíåæå
δ(t) ≤ d(t) îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå è ïîíåæå δ(v) ≤ δ(t)+c({t, v}),
èìàìå ÷å íîâàòà ñòîéíîñò íà d(v) èçïúëíÿâà óñëîâèåòî d(v) ≥ δ(v).

Íåêà S = (v0, v1, . . . vn) ðåçóëòàòúò îò èçïúëíåíèåòî íà àëãîðèòúìà. Ñ
èíäóêöèÿ ïî i ùå äîêàæåì, ÷å êîãàòî vi ñòàâà òåêóù íà ñòúïêà i, ñòîéíîñòòà
d(vi) å ðàâíà íà δ(vi). Òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà i = 0, çàùîòî v0 e íà÷àëíèÿò
âðúõ è d(v0) = δ(v0) = 0 íà ñòúïêà 0.

Íåêà òâúðäåíèåòî å â ñèëà çà âñè÷êè âúðõîâå v0, . . . , vi−1 è íà ñòúïêà
i âúðõúò vi ñòàâà òåêóù. Äà äîïóñíåì, ÷å δ(vi) < d(vi). Íåêà ðàçãëåäàìå
ìèíèìàëíèÿ ïúò îò v0 äî vi. Àêî ïðåäïîñëåäíèÿ âðúõ ïî òîçè ïúò e vj , çà
j < i, òî íà ñòúïêà j, êîãàòî vj ñòàâà òåêóù, èìàìå ñëåäíîòî:

1. ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå: d(vj) = δ(vj);

2. d(vi) ≥ δ(vi);

3. δ(vi) = δ(vj) + c({vj , vi}).

Òîãàâà íà ñòúïêà j, àëãîðèòúìúò áè ïðîìåíèë d(vi) íà δ(vi) è òúé êàòî d(vi)
ìîæå ñàìî äà íàìàëÿâà, íÿìà êàê íà ñòúïêà i äà èìàìå δ(vi) < d(vi).

Òàêà â ìèíèìàëíèÿ ïúò îò v0 äî vi èìà âðúõ u, êîéàòî íà ñòúïêà i âñå îùå
íå å ïîñåòåí è ñëåäîâàòåëíî å â îïàøêàòà. Íåêà ðàçãëåäàìå ïúðâèÿò òàêúâ
âðúõ u ïî ïúòÿ è íåêà ïðåäõîäíèÿ å vj , êúäåòî j < i. Òîãàâà êàêòî ïðåäè
ìîæåì äà ïîêàæåì, ÷å íà ñòúïêà j àëãîðèòúìúò ùå ïðîìåíè ñòîéíîñòòà íà
d(u) è ùå èìàìå

d(u) ≤ δ(vj) + c({vj , u}) < δ(vi) ≤ d(vi).

Íà ñòúïêà i àëãîðèòúìúò áè èçáðàë u âìåñòî vi çà òåêóù. Òàêà äîñòèãíàõìå
äî ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íè å ãðåøíî è δ(vi) = d(vi) íà
ñòúïêà i.

6.5 Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå

Çàäà÷à 1. Äàäåí å ñëåäíèÿò ãðàô:G = (V,E), êúäåòî V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
E = {{1, 2} , {1, 5} , {1, 6} , {2, 5} , {3, 6} , {3, 7} , {3, 8} , {4, 7} , {4, 8}} . Íàìåðå-
òå:

1. Ãðàôè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà G.

2. Òàáëè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà G.

3. Ñïèñúê íà ñúñåäñòâî çà G.

4. Êàêâà å ñòåïåíòà íà âúðõîâåòå 1, 3, 6.

5. Êàêâà å ñòåïåíòà íà G

6. Ñâúðçàí ëè å G.

7. Íàìåðåòå òðè ðàçëè÷íè ïúòÿ îò 1 äî 8.
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8. Íàìåðåòå öèêúë ïðåç 1 ñ äúëæèíà 3.

9. Îéëåðîâ ëè å òîçè ãðàô?

Çàäà÷à 2. Íåêà G = (V,E) å ãðàô ñ n âúðõà.

1. Äîêàæåòå, ÷å áðîÿò íà âúðõîâåòå â G ñ íå÷åòíà ñòåïåí å ÷åòåí. (Èç-
ïîëçâàéòå, ÷å d(G) = 2|E|)

2. Êàêâà å ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí íà âðúõ â G? Êàêâà å ìèíèìàëíàòà
ñòåïåí íà âðúõ â G?

3. Âúçìîæíî ëè å â G åäíîâðåìåííî äà èìà âðúõ ñ ìèíèìàëíà è âðúõ ñ
ìàêñèìàëíà ñòåïåí.

4. Êàêâà å ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí íà ãðàôà G.

5. Äîêàæåòå, ÷å àêî n ≥ 2, òî â G èìà ïîíå äâà âúðõà ñ ðàâíà ñòåïåí.

6. Äîêàæåòå, ÷å àêî |E| ≥ (n−1)(n−2)
2 , òî G å ñâúðçàí.

Çàäà÷à 3. Íàìåðåòå Îéëåðîâ öèêúë â G, çàäàäåí ãàðôè÷íî:

1.

a b c d

e f g h

2.

a b c d

e f g h

Çàäà÷à 4. Íàìåðåòå Õàìèëòîíîâ öèêúë â ÷åòèðèìåðíèÿ áóëåâ ãðàô B4.

Çàäà÷à 5. Íåêà D = (V,E) å êîðåíîâî äúðâî. Äîêàæåòå, ÷å:

1. |V | = |E|+ 1.

2. Àêî |V | ≥ 2, òî â D èìà ïîíå äâà âúðõà ñúñ ñòåïåí 1.

3. Àêî â D èìà âðúõ ñúñ ñòåïåí k, òî â D èìà ïîíå k âúðõà ñúñ ñòåïåí 1.

Çàäà÷à 6. ÃðàôúòG å çàäàäåí ñ ïîìîùòà íà ñïèñúê íà ñúñåäñòâî. Íàìåðåòå
ïîêðèâàùè äúðâî ñ îáõîæäàíå íà ãðàôà â äúëáî÷èíà è â øèðî÷èíà.
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1.

1 → 2 4 5
2 → 1 3 4
3 → 2 4 5
4 → 1 2 3
5 → 1 3 6
6 → 6

2.

1 → 2 4 6 8
2 → 1 8
3 → 5 8
4 → 1
5 → 3 6 7
6 → 1 5
7 → 5 8
8 → 1 2 3 7
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